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当 退 议 胃 


随 着 我 国 改革 开放 的 进一步 深化 ,高 等 教育 也 得 到 了 快速 发 展 ,各 地 高 校 紧密 结合 地 方 
经 济 建设 发 展 需要 ,科学 运用 市 场 调节 机 制 ,加 大 了 使 用 信息 科学 等 现代 科学 技术 提升 、 改 
造 传 统 学 科 专 业 的 投入 力度 ,通过 教育 改革 合理 调整 和 配置 了 教育 资源 ,优化 了 传统 学 科 专 
业 , 积 极为 地 方 经 济 建设 输送 人 才 , 为 我 国 经 济 社会 的 快速 健康 和 可 持续 发 展 以 及 高 等 教 
育 自身 的 改革 发 展 做 出 了 巨大 贡献 。 但 是 ,高 等 教育 质量 还 需要 进一步 提高 以 适应 经 济 社 
会 发 展 的 需要 ,不 少 高 校 的 专业 设置 和 结构 不 尽 合理 ,教师 队伍 整体 素质 吸 待 提高 ,人 才 培 
养 模式 教学 内 容 和 方法 需要 进一步 转变 ,学 生 的 实践 能 力 和 创新 精神 踊 待 加 强 。 

教育 部 一 直 十 分 重视 高 等 教育 质量 工作 。2007 年 1 月 ,教育 部 下 发 了 《关于 实施 高 等 
学 校本 科教 学 质量 与 教学 改革 工程 的 意见 ,计划 实施 “高 等 学 校本 科教 学 质量 与 教学 改革 
工程 (简称 “质量 工程 ”) ,通过 专业 结构 调整 课程 教材 建设 ,实践 教学 改革 、 教 学 团队 建设 
等 多 项 内 容 ,进一步 深化 高 等 学 校 教学 改革 ,提高 人 才 培养 的 能 力 和 水 平 , 更 好 地 满足 经 济 
社会 发 展 对 高 素质 人 才 的 需要 。 在 贯彻 和 落实 教育 部 “质量 工程 ”的 过 程 中 ,各 地 高 校 发 挥 
师资 力量 强 、 办 学 经 验 丰 富 ,教学 资源 充裕 等 优势 ,对 其 特色 专业 及 特色 课程 ( 群 ) 加 以 规划 、 
整理 和 总 结 , 更 新 教学 内 容 、\ 改 革 课程 体系 ,建设 了 一 大 批 内 容 新 \ 体 系 新 方法 新 .手段 新 的 
特色 课程 。 在 此 基础 上 ,经 教育 部 相关 教学 指导 委员 会 专家 的 指导 和 建议 ,清华 大 学 出 版 社 
在 多 个 领域 精 选 各 高 校 的 特色 课程 ,分 别 规划 出 版 系列 教材 ,以 配合 “质量 工程 的 实施 , 满 
足 各 高 校 教学 质量 和 教学 改革 的 需要 。 

为 了 深入 贯彻 落实 教育 部 (关于 加 强 高 等 学 校本 科教 学 工作 ,提高 教学 质量 的 若干 意 
见 ) 精 神 , 紧 密 配合 教育 部 已 经 启动 的 “高 等 学 校 教学 质量 与 教学 改革 工程 精品 课程 建设 工 
作 ”, 在 有 关 专 家 教授 的 倡议 和 有 关 部 门 的 大 力 支持 下 ,我 们 组 织 并 成 立 了 “清华 大 学 出 版 
社 教材 编审 委员 会 "(以 下 简称 “ 编 委 会 ”) , 旨 在 配合 教育 部 制定 精品 课程 教材 的 出 版 规划 ， 
讨论 并 实施 精品 课程 教材 的 编写 与 出 版 工作 。“ 编 委 会 "成员 皆 来 自 全 国 各 类 高 等 学 校 教学 
与 科研 第 一 线 的 骨干 教师 ,其 中 许多 教师 为 各 校 相关 院 、 系 主管 教学 的 院 长 或 系 主任 。 

按照 教育 部 的 要 求 ,“ 编 委 会 一致 认为 ,精品 课程 的 建设 工作 从 开始 就 要 坚持 高 标准 、 
严 要 求 , 处 于 一 个 比较 高 的 起 点 上 。 精 品 课程 教材 应 该 能 够 反映 各 高 校 教学 改革 与 课程 建 
设 的 需要 ,要 有 特色 风格 、 有 创新 性 (新 体系 、 新 内 容 、 新 手段 ,新 思路 .教材 的 内 容 体 系 有 较 
高 的 科学 创新 .技术 创新 和 理念 创新 的 含量 ) .先进 性 (对 原 有 的 学 科 体系 有 实质 性 的 改革 和 
发 展 ,顺应 并 符合 21 世纪 教学 发 展 的 规律 ,代表 并 引领 课程 发 展 的 趋势 和 方向 ) 、 示 范 性 ( 教 
材 所 体现 的 课程 体系 具有 较 广泛 的 辐射 性 和 示范 性 ) 和 一 定 的 前 脆性。 教材 由 个 人 申报 或 
各 校 推荐 (通过 所 在 高 校 的 “ 编 委 会 ”成员 推荐 ) ,经 “ 编 委 会 认真 评审 ,最 后 由 清华 大 学 出 版 


社 审定 出 版 


目前 ,针对 计算 机 类 和 电子 信息 类 相关 专业 成 立 了 两 个 “ 编 委 会 ”, 即 “清华 大 学 出 版 社 
计算 机 教材 编审 委员 会 "和 “清华 大 学 出 版 社 电子 信息 教材 编审 委员 会 "。 推 出 的 特色 精品 


教材 包括 : 


(1) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 


专业 的 计算 机 应 用 类 教材 。 


(2) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 


教材 。 


(3) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 
此 纪 高 等 学 校规 划 教材 。 
世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 
(6) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 
(7) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 
(8) 21 世纪 高 等 学 校规 划 教材 。 


(4) 21 
(5) 21 


计算 机 应 用 一 一 高 等 学 校 各 类 专业 ,特别 是 非 计算 机 


计算 机 科学 与 技术 一 一 高 等 学 校 计算 机 相关 专业 的 


电子 信息 一 一 高 等 学 校 电 子 信 息 相关 专业 的 教材 。 
软件 工程 一 一 高 等 学 校 软 件 工程 相关 专业 的 教材 。 
信息 管理 与 信息 系统 。 

财经 管理 与 应 用 。 

电子 商务 。 

物 联网 。 


清华 大 学 出 版 社 经 过 三 十 多 年 的 努力 ,在 教材 尤其 是 计算 机 和 电子 信息 类 专业 教材 出 
版 方面 树立 了 权威 品牌 ,为 我 国 的 高 等 教育 事业 做 出 了 重要 贡献 。 清 华 版 教材 形成 了 技术 
准确 、 内 容 严 谨 的 独特 风格 ,这 种 风格 将 延续 并 反映 在 特色 精品 教材 的 建设 中 。 


清华 大 学 出 版 社 教材 编审 委员 会 
联系 人 : 魏 江 江 


E-mail: weijj@tup. tsinghua. edu. cn 


随 着 国内 软件 行业 的 迅猛 发 展 , 社 会 对 软件 人 才 的 需求 量 越 来 越 大 。 为 此 ,教育 部 于 
2001 年 12 月 发 布 (关于 批准 有 关 高 等 学 校 试 办 示范 性 软件 学 院 的 通知 》 以 35 所 重点 高 校 
为 依托 ,开办 示范 性 软件 学 院 , 采 取 开 放 式 的 培养 模式 ,摸索 培养 高 素质 的 软件 工程 人 才 的 
方式 。 

软件 工程 专业 所 使 用 的 教材 大 多 来 自 于 计算 机 科学 与 技术 。“ 离 散 数学 "是 计算 机 科学 
与 技术 和 软件 工程 专业 的 培养 体系 中 的 核心 基础 课程 。 大 多 数 离散 数学 的 教材 都 是 针对 计 
算 机 科学 与 技术 专业 ,多 着 重 于 数学 理论 的 建立 与 推导 ,涉及 的 实际 工程 应 用 较 少 。 这 使 得 
学 生 在 学 习 的 过 程 中 ,很 难 对 重要 的 知识 点 消化 吸收 ,降低 了 学 习 效率 。 国 外 的 一 些 经 典 教 
材 旭 辑 性 强 但 实例 较 少 ,并 不 太 适 合 自学 ,而 有 些 教材 虽然 实例 较 多 ,但 逻辑 性 中 国学 生 难 
以 接受 。 基 于 这 种 现状 ,在 我 们 软件 工程 专业 教授 离散 数学 多 年 经 验 的 基础 上 ,经 过 广泛 的 
调研 以 及 与 相关 任课 老师 的 交流 与 讨论 ,认为 有 必要 编写 一 本 实例 较 多 ,逻辑 合理 ,浅显 易 
懂 , 便 于 软件 工程 专业 学 生 学 习 的 离散 数学 教材 。 

离散 数学 在 软件 工程 专业 的 授课 内 容 一 般 分 为 4 大 部 分 : 数理 逻辑 .集合 论 .代数 系 
统 、 图 论 ,这 4 个 部 分 紧密 连接 。 数 理 馆 辑 描述 了 一 个 符号 化 体系 ,这 个 体系 可 以 描述 集合 
论 中 的 所 有 概念 。 集 合 论 中 又 有 三 个 小 模块 . 集合 关系、 函数 。 关 系 是 集合 中 迪 卡 儿 乘 积 
的 子 集 ,函数 是 关系 的 子 集 , 代 数 系统 是 定义 函数 的 运算 ,图 论 是 一 类 特殊 的 代数 系统 。 本 
教材 针对 软件 工程 专业 ,强调 系统 逻辑 性 ,前 后 内 容 的 衔接 ,在 内 容 安排 上 会 点 出 这 种 联系 
并 将 章节 高 度 地 模块 化 ,另外 , 整 本 书 使 用 统一 的 符号 化 体系 描述 和 解 题 。 因 此 本 教材 具有 
以 下 一 些 特点 : 

首先 ,本 教材 着 重 体现 理论 与 应 用 的 结合 。 离 散 数学 是 软件 工程 专业 的 核心 课程 之 一 ， 
与 高 等 数学 .线性 代数 等 其 他 公共 数学 课程 不 同 ,但 是 ,对 于 学 生 而 言 ,往往 误 把 它 作为 同 高 
等 数学 一 样 的 公共 数学 课 ,仅仅 认识 到 离散 数学 的 理论 公式 部 分 ,看 不 到 其 在 实际 中 的 应 
价值 以 及 同 软件 工程 专业 之 间 的 关系 和 在 软件 工程 专业 中 处 的 位 置 。 本 书 的 一 个 着 眼 点 就 
是 在 章节 结构 清晰 的 基础 上 ,每 一 个 部 分 都 与 具体 的 应 用 相 结合 ,比如 说 布尔 逻辑 与 信息 检 
索 、 图 的 遍历 与 网 络 疏 虫 \ 图 的 最 短路 径 与 地 图 导航 等 。 每 一 个 定义 、 定 理 都 由 软件 工程 的 
实例 加 以 解释 和 说 明 ,增强 可 读 性 ,这 对 软件 工程 专业 的 学 生来 说 ,看 到 这 些 应 用 与 实例 能 
够 激发 学 生 的 学 习 热情 ,并 培养 建立 离散 模型 解 题 的 认识 和 能 力 ,不 断 增强 对 软件 工程 的 认 
识 和 理解 。 为 此 ,在 本 教材 中 ,我 们 为 这 些 定义 和 定理 准备 了 大 量 的 范例 ,将 抽象 的 内 容 具 
体 化 ,来 降低 理解 的 难度 。 

其 次 ,实例 同 软件 工程 的 相关 性 强 。 对 知识 点 的 解释 方式 同 被 教授 对 象 的 知识 体系 的 
吻合 度 越 高 ,其 被 理解 和 吸收 的 效率 就 越 高 。 为 了 使 教材 中 的 知识 点 可 以 更 好 地 被 软件 工 
程 专业 的 学 生 所 掌握 ,我 们 在 教材 中 应 用 了 许多 同 计算 机 科学 相关 的 实例 。 

最 后 ,离散 数学 是 很 多 软件 工程 专业 课程 的 先 修 课 , 比 如 说 操作 系统 ,数据 结构 ,编译 原 
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理 等 。 本 书 将 相关 理论 与 后 续 专业 课 联系 ,真正 实现 先 修 课 的 价值 和 无 颖 衔接 ,帮助 学 生 构 


建 自己 


体系 中 。 


在 
审阅 ,六 
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的 知识 架构 。 将 软件 工程 的 基本 原理 贯穿 到 离散 数学 的 知识 点 ,贯穿 到 后 续 课 程 的 


本 书 的 编写 过 程 中 ,得 到 了 许多 教师 的 帮助 ,特别 是 曹 晓 东 教授 对 书稿 进行 了 认真 的 
F 提 出 了 宝贵 的 修改 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 本 教材 的 第 3 一 5 章 由 周 勇 老 
,其 他 部 分 由 陈 志 奎 老师 完成 ,高 静 老 师 参 与 了 例 习题 的 补充 和 部 分 内 容 的 修改 与 完 
者 还 要 感谢 清华 大 学 出 版 社 的 编辑 ,是 在 他 们 的 支持 下 ,才能 使 本 书 很 快 出 版 发 行 。 


男 外 ,本 书 在 编写 过 程 中 参考 和 引用 了 有 关 方 面 的 书籍 ,以 及 一 些 网 络 材料 ,作者 在 此 对 参 
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中 所 有 的 作者 表示 惠 心 的 感谢 。 


由 于 作者 的 学 识 水 平 有 限 , 书 中 如 出 现 不 准确 ,不 适宜 或 者 朴 漏 的 内 容 , 和 希望 读者 给 予 


批评 指 


正 ,在 此 表示 感谢 。 


编者 
2016 年 春 于 大 连理 工大 学 
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逻辑 为 确定 一 个 给 出 的 论证 是 否 有 效 提供 各 种 方法 和 技巧 ,而 根据 研究 对 象 和 方法 的 
不 同 , 可 以 分 为 形式 逻辑 .辩证 逻辑 和 数理 逻辑 。 其 中 数理 逻辑 就 是 用 数学 方法 研究 人 的 思 
维 形式 和 规律 ,通过 建立 一 套 表意 符号 体系 对 事物 进行 抽象 并 推理 ,从 而 研究 前 提 和 结论 间 
的 形式 关系 的 科学 。 其 研究 对 象 是 对 证 明和 计算 这 两 个 直观 概念 进行 符号 化 以 后 的 形式 

利用 计算 的 方法 来 代替 人 们 思维 中 的 逻辑 推理 过 程 , 这 种 想法 早 在 17 世纪 就 有 人 提出 
过 。 莱 布 尼 茨 (Gottfried Leibniz,1646 一 1716) 就 曾经 设想 过 能 不 能 创造 一 种 “通用 的 科学 
语言 ”, 可 以 把 推理 过 程 像 数学 一 样 利用 公式 来 进行 计算 ,从 而 得 出 正确 的 结论 。 由 于 当时 
的 社会 条 件 限制 ,他 的 想法 并 没有 实现 。 但 是 他 的 思想 却 是 现代 数理 逻辑 部 分 内 容 的 萌芽 ， 
从 这 个 意义 上 讲 , 莱 布 尼 茨 可 以 说 是 数理 逻辑 的 先驱 。 

一 般 认 为 , 旧 逻 辑 学 的 创始 人 是 公元 前 4 世纪 的 希腊 思想 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle, 公 
元 前 384 一 前 322); 新 逻辑 学 的 创始 人 是 17 世纪 的 德国 哲学 家 莱 布 尼 茨 和 19 世纪 中 叶 的 
英国 数学 家 乔治 .布尔 (George Boole,1815 一 1864)。1847 年 ,布尔 发 表 了 《逻辑 的 数学 分 
析 ) 一 文 , 建 立 了 “布尔 代数 ” ,并 创造 一 套 符 号 系统 ,利用 符号 来 表示 逮 辑 中 的 各 种 概念 。 布 
尔 建立 了 一 系列 的 运算 法 则 ,利用 代数 的 方法 研究 逻辑 问题 ,初步 商定 了 数理 逻辑 的 基础 。 

19 世纪 末 20 世纪 初 ,数理 逻辑 有 了 比较 大 的 发 展 。1884 年 ,德国 数学 家 戈 特 洛 布 。 弗 
雷 格 (Gottlob Frege,1848 一 1925) 出 版 了 《数论 的 基础 ) 一 书 , 在 书 中 引入 量词 的 符号 ,使 得 
数理 逻辑 的 符号 系统 更 加 完备 。 对 建立 这 门 学 科 做 出 贡献 的 还 有 美国 人 查尔斯 .皮尔 斯 
(Charles Peirce,1839 一 1914) ,他 也 在 著作 中 引入 了 逻辑 符号 ,从 而 使 现代 数理 逻辑 最 基本 
的 理论 基础 逐步 形成 ,成 为 一 门 独立 的 学 科 。 之 后 英国 数学 家 德 ， 摩根 (Augustus De 
Morgan,1806 一 1871) 和 罗素 (Bertrand Russell,1872 一 1970) 等 人 丰富 和 完善 了 数理 逻辑 。 

命题 逻辑 和 谓词 人 逻辑 是 计算 机 科学 领域 中 所 必需 的 数理 逻辑 基础 知识 。 在 本 章 中 ,将 
对 命题 逻辑 进行 介绍 和 讨论 。 


(1 命题 和 联结 词 


1.1.1 命题 的 概念 
定义 1.1 命题 是 或 者 为 真 ,或 者 为 假 ,而 不 是 两 者 同时 成 立 的 陈述 句 。 


2 


SA 


作为 命题 的 陈述 句 所 表达 的 判断 结果 称 作 命题 的 真 值 , 真 值 只 能 取 两 个 值 : 真 或 假 。 
真 值 为 真 的 命题 称 为 真 命题 , 真 值 为 假 的 命题 称 为 假 命题 。 注 意 : 任何 命题 的 真 值 都 是 唯 
= 的 局 

如 果 一 个 命题 的 真 值 是 真 , 则 用 1 或 T(True) 来 表示 ; 如 果 一 个 命题 的 真 值 是 假 , 则 
0 或 F(False) 来 表示 。 

命题 用 大 写 的 英文 字母 ,如 P,Q,R…… 来 表示 。 

判断 给 定 句子 是 否 为 命题 分 为 两 步 : 首先 判断 该 句子 是 否 为 陈述 句 ; 其 次 判断 它 是 否 
有 了 唯一 的 一 个 真 值 。 

例 1.1 判断 下 面 句子 是 否 是 命题 。 

(1) 2013 年 是 间 年 。 

Ky = 

(3) 小 明 晚上 去 看 电影 。 

(4) 这 和 采花 真 漂 亮 啊 ! 

(5) 请 不 要 在 此 处 吸烟 ! 

(6) 你 下 午 会 出 去 吗 ? 

(7) 2 既是 素数 又 是 偶数 。 

(8) 本 句 话 是 错 的 。 

以 上 句子 中 (1)、 (2)、(3) 和 (7) 都 是 命题 。 注 意 : 一 个 陈述 句 能 否 判断 真 假 与 现在 能 否 
判断 真 假 是 两 件 事 。(4)、(5) 是 感叹 句 ,(6) 是 疑问 句 ,不 是 命题 。 对 于 (8) ,如 果 本 句 话 确实 
是 错 的 ,那么 “本 句 话 是 错 的 ” 便 是 真 ; 另 一 方面 ,如 果 ”* 本 句 话 是 错 的 ?是 真 ,那么 本 句 话 便 
是 假 。 从 以 上 分 析 只 能 得 出 这 样 的 结论 : 本 句 话 既 不 是 对 的 又 不 是 错 的 ,这 显然 是 矛盾 的 ， 
也 就 是 说 对 于 该 陈述 句 无 法 指定 它 的 真 值 。 这 样 的 陈述 句 称 为 悖 论 ,不 是 命题 。 

在 上 面 的 命题 中 ,(1)、(2)、(3) 都 不 能 再 被 分 割 成 为 更 小 的 命题 ,它们 是 基本 的 .原始 
的 ,这 样 的 命题 被 称 为 原子 命题 。 而 命题 (7) 则 不 是 最 基本 的 , 它 还 可 以 被 分 解 为 更 小 的 命 
题 : 可 将 “2 是 素数 "和 “2 是 偶数 ”这 两 个 命题 由 “与 ”联结 词组 合 而 成 。 像 这 种 由 更 小 的 命 
题 组 合 而 成 的 命题 称 为 复合 命题 。 


1.1.2 联结 词 


联结 词 是 逻辑 联结 词 或 者 命题 联结 词 的 简称 , 它 是 自然 语言 中 连词 的 逻辑 抽象 。 有 了 
联结 词 ,就 可 以 通过 它 和 原子 命题 构成 复合 命题 。 常 用 的 逻辑 联结 词 主要 包括 以 下 6 种 。 

(1) 联结 词 “ 非 ”, 记 为 “” P”, 表 示 “ 和 否定 ”的 意思 。 

(2) 联结 词 “ 合 取 ”, 记 为 “人 ”, 表 示 “ 且 ”的 意思 。 

(3) 联结 词 * 析 取 ”, 记 为 “V”, 表 示 “ 或 ”的 意思 。 

(4) 联结 词 “蕴涵 ”, 记 为 “~”, 表示 “如 果 …, 则 …” 的 意思 。 

(5) 联结 词 “等 价 ”, 记 为 “>”, 表 示 “ 当 且 仅 当 ” 的 意思 。 

(6) 联结 词 “ 异 或 ", 记 为 “V" ,表示 “要 么 … ,要么 …” 的 意思 。 

下 面 给 出 这 6 种 联结 词 的 详细 定义 。 


第 1 章 “命题 逻辑 


1. 逻辑 联结 词 否 定 一 一 一 
设 己 是 一 个 命题 , 则 联结 词 ”和 命题 P 构 成 了 P,P 为 命题 P 的 否定 式 复合 命题 , 读 
作 “ 非 P”。 联 结 词 一 是 自然 语言 中 的 “ 非 ”“ 不 ”和 “没有 ”等 的 逻辑 抽象 。 
其 真 值 是 这 样 定义 的 , 若 已 的 真 值 是 工 ,那么 ” 忆 的 真 值 是 F; 若 P 的 真 值 是 F, 则 -PP 
的 真 值 是 命题 P 与 其 否定 -了 P 的 真 值 如 表 1. 1 所 示 。 
表 1.1 逻辑 联结 词 " ”的 定义 


3 ps me 
区 下 或 0 和 
. 上 1 0 


例 1.2 给 出 下 列 命题 的 否定 。 

(1) 令 己 表 示 : 大 连 是 北方 香港 。 

于 是 ” 己 表 示 : 大 连 不 是 北方 香港 。 

注意 : 逻辑 联结 词 否定 是 个 一 元 运算 符 。 

(2) 令 Q 表 示 : 所 有 的 素数 都 是 奇数 。 

于 是 "Q 表示 : 并 非 所 有 的 素数 都 是 奇数 。 

注意 : 翻译 成 “所 有 的 素数 都 不 是 奇数 "是 错误 的 ,因为 否定 是 对 整个 命题 进行 的 。 


2. 逻辑 联结 词 合 取 一 一 人 

设 P 是 一 个 命题 ,Q 是 一 个 命题 ,由 联结 词 人 把 P 和 Q 连接 成 PAQ, 称 PAQ 为 已 和 
Q 的 合 取 式 复 合 命题 ,PAQ 读 作 “P 与 Q” 或 者 *P 合 取 Q”。 联 结 词 人 是 “并 且 ” 的 逻辑 
抽象 。 


它 的 真 值 是 这 样 定义 的 : 当 且 仅 当 P 和 Q 的 真 值 都 为 工时 ,PAGQ 的 真 值 才 为 工 ,否则 
PAQ 的 真 值 为 F。 逻 辑 联结 词 人 ”的 定义 如 表 1. 2 所 示 。 


表 1.2 逻辑 联结 词 * 人 ”的 定义 


P 0 PAO 其 Q PAQ 
F F F 0 0 0 
F 是 F 或 0 1 0 
T F F 了 0 0 
T T 在 1 1 


例 1.3 令 忆 表示: 外 面 正 在 下 雪 。 
夺 页 表 志 63 水平 电 
于 是 PAQ 表示 : 外 面 正 在 下 雪 并 且 3 小 于 5。 
从 自然 语言 看 ,上 述 命题 是 不 合理 的 .没有 意义 的 ,因为 P 和 Q 毫 不 相关 。 但 是 ,在 数 
理 逻 辑 中 是 被 允许 的 ,也 是 正确 的 。P 和 Q 再 合 取 PAQ 仍 可 成 为 一 个 新 的 命题 。 只 要 PP 
和 Q 的 真 值 给 定 ,PAQ 的 真 值 即 可 确定 。 


逻辑 联结 词 “ 人 ?是 个 二 元 运算 符 , 且 具有 对 称 性 , 即 PAQ 和 QAP 具有 相同 真 值 。 
3. 逻辑 联结 词 析 取 一 一 V 
设 P 是 一 个 命题 ,Q 是 一 个 命题 ,由 联结 词 V 把 P,Q 连接 成 PVQ, 称 PVQ 为 PQ 的 
析 取 式 复合 命题 , 读 作 “P 或 Q” 或 “P 析 取 Q”。 
其 真 值 是 这 样 的 定义 的 : 当 且 仅 当 已 和 Q 的 真 值 均 为 F 时 ,PVQ 的 真 值 为 F, 其 余 情 
况 均 为 工 。 逻 辑 联结 词 “ V ”的 定义 如 表 1. 3 所 示 。 
表 1.3 逻辑 联结 词 * V ”的 定义 


Pp 0 PVO P 0 PVQ 
F F F 0 0 0 
F 人 TT 或 0 1 1 
天 F T 0 1 
T T T | 1 


联结 词 V 是 自然 语言 中 “或 "“ 或 者 "的 逻辑 抽象 。 而 在 自然 语言 中 ,“ 或 "是 多 义 的 。 从 
析 取 的 定义 不 难看 出 ,人 逻辑 联结 词 *“V ”和 自然 汉语 中 的 “或 ”的 意义 并 不 完全 相同 。 因 为 汉 
语 中 的 “或 ?可 表示 “排斥 或 ", 亦 可 表示 “可 兼 或 "而 逻辑 联结 词 “ 析 取 ” 指 的 仅仅 是 “可 兼 
或 ”, 并 不 表示 其 他 意义 的 “或 ”。 

例 1.4 令 己 表示 : 小 明 现 在 正在 睡觉 。 

令 Q@ 表 示 : 小 明 现在 正在 打球 。 

则 命题 “小 明 现在 正在 睡觉 或 者 正在 打球 ”不 能 用 PVQ 来 表示 。 因 为 这 里 自然 语言 陈 
述 的 或 是 排斥 或 ,这 种 意义 的 或 用 另 一 个 逻辑 联结 词 “ 异 或 "(V) 来 表示 ,后 面 我 们 将 给 出 它 
的 定义 。 

例 1.5 将 句子 “他 昨 晚 做 了 20 或 者 30 道 作 业 题 " 表 示 为 复合 命题 。 

在 此 例 中 ,该 句子 不 能 被 表示 成 复合 命题 ,因为 这 里 的 “或 "表示 的 是 近似 或 者 猜测 的 
意思 。 

例 1.6 令 己 表示 : 张 亮 是 跳高 运动 员 。 

令 Q 表 示 : 张 亮 是 跳远 运动 员 。 

于 是 命题 , 张 亮 可 能 是 跳高 或 跳远 运动 员 就 可 以 用 PV QQ 来 表示 ,因为 这 里 的 或 是 可 
兼 或 。 

逻辑 联结 词 析 取 也 是 个 二 元 运算 符 。 


4. 逻辑 联结 词 单条 件 一 一 一 


设 已 是 一 个 命题 ,Q 是 一 个 命题 ,由 联结 词 > 把 P.Q 连接 成 P>Q, 称 P>Q 为 PQ 的 
条 件 式 复合 命题 ,把 P 和 Q 分 别称 为 P 一 Q 的 前 件 和 后 件 , 或 者 前 提 和 结论 。P-~Q 读 作 
“如 果 P 则 Q” 或 “如 果 P 那么 Q”。 其 中 尸 被 称 为 前 件 ,Q 被 称 为 后 件 。 很 多 时 候 联 结 词 一 
也 被 称 为 蕴涵 。 

P-~>~Q 的 真 值 是 这 样 定义 的 : 当 且 仅 当 P-~~Q 的 前 件 P 的 真 值 为 工 ,后 件 Q 的 真 值 为 F 
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时 ,PQ 的 真 值 为 F, 和 否则 ,P-~Q 的 真 值 为 了。 单条 件 逻 辑 联结 词 *“ 一 ”的 定义 如 表 1. 4 


所 示 。 
表 1.4 还 辑 联结 词 一 ”的 定义 
如 [0 P>0 a Q P= 
F F T 0 0 负 
F T 或 0 d . 
于 下 F 1 0 0 
EE 学 和 1 1 
例 1.7 


(1) 令 了 表示 : 天 不 下 雨 。 

令 Q 表 示 : 植物 枯萎 。 

于 是 PQ 表示 : 如 果 天 不 下 雨 , 则 植物 枯萎 。 

(2) 令 尺 表示 : 我 有 时 间 。 

令 S 表示 : 我 一 定 去 学 画 画 。 

于 是 R>S 表示 : 如 果 我 有 时 间 , 那 我 一 定 去 学 画 画 。 

(3) 令 U 表示 : 大 海 的 颜色 是 蓝 色 的 。 

令 V 表示 : 雪 的 颜色 是 白色 的 。 

于 是 U->~V 表示: 如 果 大 海 的 颜色 是 蓝 色 的 ,那么 雪 的 颜色 是 白色 的 。 

此 例 中 (1) 和 (2) 是 有 因果 关系 的 ,而 (3) 在 自然 科学 中 毫 无 道理 。 在 自然 语言 中 ,条 件 
式 的 前 提 和 结论 之 间 必 含有 某 种 因果 关系 ,但 是 在 命题 演算 中 ,一 个 单条 件 迎 辑 联结 词 的 


前 件 寺 


不 需要 联系 到 它 的 后 件 , 它 给 出 的 是 一 种 实质 性 的 因果 关系 ,而 不 单单 是 形式 上 


的 因果 关系 。 也 就 是 说 只 要 前 件 P 和 后 件 Q 的 真 值 确定 下 来 ,命题 P~~Q 的 真 值 就 可 以 


确定 。 


例 1.8 

(1) 令 忆 表示: 发 现 大 自然 的 奥秘 。 

令 Q 表 示 : 勤 于 思考 。 

于 是 P~~Q 表示 : 只 有 勤 于 思考 ,才能 发 现 大 自然 的 奥秘 。 
(2) 令 己 表示: 付出 努力 。 

令 Q 表 示 : 会 有 收获 。 

于 是 P>Q 表示 : 只 要 付出 努力 ,就 会 有 收获 。 

(3) 令 忆 表 示 : 能 获得 好 成 绩 。 

令 Q 表 示 : 用 认真 的 态度 对 待 学 习 。 

于 是 P>Q 表示: 除非 你 用 认真 的 态度 对 待 学 习 , 你 才能 获得 好 成 绩 。 
逻辑 联结 词 单 条 件 是 个 二 元 运算 符 。 


5. 逻辑 联结 词 双 条 件 一 一 全 
设 已 是 一 个 命题 :Q 是 一 个 命题 ,于 是 联结 词 全 把 P、.Q 连接 成 Pe>Q, 称 Pe>Q 为 P 和 
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Q 的 双 条 件 式 复合 命题 , 读 作 “P 当 且 仅 当 Q” 或 “P 等 值 于 Q”。 
PQ 的 真 值 是 这 样 定义 的 : 当 且 仅 当 P 和 Q 有 相同 的 真 值 时 ,P<>Q 的 真 值 为 工 , 否 
则 ,P*>Q 的 真 值 为 FE。P<>Q 的 运算 如 表 1.5 所 示 。 


表 1.5 逻辑 联结 词 *” 的 定义 


Pp 0 P+ Pp 0 P+0 
F F 生 0 0 证 
了 T F 或 0 0 
Ls F F 0 0 
符 王 ‘ 1 . 1 


例 1.9 使 用 联结 词 翻译 以 下 命题 。 

(1) 三 角形 是 等 边 的 , 当 且 仅 当 它 的 3 个 内 角 相 等 。 

(2) 电灯 不 亮 , 当 且 仅 当 灯泡 发 生 故 障 或 开关 发 生 故障 。 

(3) 2 十 2 二 4, 当 且 仅 当今 天 天 晴 。 

解 : 

(1) 令 P: 三 角形 是 等 边 的 。 

Q: 三 角形 3 个 内 角 相 等 。 

于 是 (1) 可 表示 为 : Pe>Q。 

(2) 令 R: 电灯 不 亮 。 

S: 灯泡 发 生 故 障 。 

T: 开关 发 生 故 障 。 

于 是 (2) 可 表示 成 : Re (SV TT)。 

(3) 令 A:2 十 2 = 4。 

B; 今天 天 晴 。 

于 是 (3) 可 表示 为 : Ac>B。 

注意 : 从 上 面 的 例子 中 可 以 看 出 ,等 值 式 也 和 前 面 的 逻辑 联结 词 人 、V 、 一 一 样 可 以 毫 
无 因果 关系 ,而 其 真 值 仅仅 从 等 值 的 定义 而 确定 。 

双 条 件 逻辑 联结 词 也 是 个 二 元 运算 符 。 


6. 逻辑 联结 词 异 或 一 一 V 


设 已 是 一 个 命题 ,Q 是 一 个 命题 ,于 是 “已 异 或 Q? 是 一 个 新 的 命题 , 记 作 “P WR”, 读 作 
“ 忆 异 或 Q”。 其 真 值 是 这 样 定义 的 : 当 且 仅 当 P 和 Q 有 不 同 的 真 值 时 ,P WQ 的 真 值 为 工 , 
否则 P W 的 真 值 为 F。 

PP WQ 的 运算 如 表 1.6 所 示 。 

例 1.10 令 P 表 示 : 某 电视 频道 今 晚 八 点 播放 电视 剧 。 

令 Q@ 表 示 : 某 电 视频 道 今 晚 八 点 播放 女排 比赛 。 

于 是 P WQ 表示 某 电 视频 道 今 晚 八 点 播放 电视 剧 或 播放 女排 比赛 。 


表 1.6 逻辑 联结 词 *“V" 的 定义 
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时 0 Pw 人 2 Pw 
FE F F 0 0 0 
F 天 和 或 0 1 1 
4 F 全 1 0 1 
T 法 下 1 1 0 


从 届 辑 联结 词 “V" 的 定义 和 逻辑 联结 词 "> ”的 定义 不 难得 出 ,它们 之 间 有 如 下 的 关系 。 

P VQ 全 ”CP 一 Q) ,也 就 是 说 好 辑 联结 词 异 或 可 以 用 双 条 件 巡 辑 联结 词 的 否定 来 代替 。 

以 上 我 们 介绍 了 5 个 基本 的 逻辑 联结 词 : ” ,人 ,V ,一 ,一 ,它们 运算 的 优先 级 为 : 一 优 
先 级 最 高 ,其 后 依次 是 人 A,V ,一 ,一 ; 如 果 有 括号 , 则 括号 优先 ,在 括号 里 从 左 往 右 依然 遵守 


这 个 顺序 。 
(2 合式 公式 与 真 值 表 


1.2.1 合式 公式 


在 1.1 节 中 我 们 曾 指出 ,不 可 再 分 的 命题 称 为 原子 命题 。 换 句 话说 ,不 包含 任何 逻辑 联 
结 词 的 命题 称 为 原子 命题 。 应 该 指出 的 是 ,这 里 所 说 的 原子 命题 ,是 指 其 中 的 原子 是 有 了 确 
定 的 真 值 的 ; 否则 ,原子 没有 确定 的 真 值 ,指派 原子 的 取 值 而 是 在 {T,F} 这 个 域 上 的 , 则 称 
此 原子 为 命题 变 元 。 由 命题 变 元 ,逻辑 联结 词 及 圆 括号 可 以 构成 合式 的 公式 。 下 面 给 出 命 


题 演算 中 合式 公式 的 递归 定义 。 
定义 1.2 合式 公式 。 
(1) 真 值 T 和 下 是 合式 公 
(2) 原子 命题 公式 是 一 个 合式 公 
(3) 如 果 A 是 合式 公式 ,那么 ”A 是 合式 公式 。 


(4) 如 果 A 和 B 均 是 合式 公式 ,那么 (AAB),(AV B),(A 一 B) 和 (AB) 都 是 合式 公 
(5) 当 且 仅 当 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (4) 条 规则 由 逻辑 联结 词 、 圆 括号 所 组 成 的 有 意义 的 


符号 串 是 合式 公式 。 


以 上 定义 方法 称 为 递归 定义 法 。 其 中 (1) 和 (2) 称 为 递归 定义 的 基础 ,(3) 和 (4) 称 为 递 


归 定 义 的 归纳 ,(5) 称 为 递归 定义 的 界限 。 
后 续 章 节 我 们 还 会 经 常 使 用 这 种 递归 定义 的 方法 。 
按照 上 面 的 定义 ,下 面 的 字符 串 都 是 合式 公式 。 
(1) 7 (PAQ); 
(2) ~"(P—>Q)s 
(3) (P=>CPN "OQ))s 
(4) (((P>Q) A (Q>R) 0S =»7T))。 
下 面 的 字符 串 则 不 是 合式 公 


BIONQ)5 

(2) P=Qs 

《3 PAO 

本 章 把 合式 公式 简称 为 命题 公式 。 一 般 一 个 命题 公式 的 真 值 是 不 确定 的 ,只 有 用 确定 
的 命题 去 取代 命题 公式 中 的 命题 变 元 ,或 对 其 中 的 命题 变 元 进行 真 值 指派 时 ,命题 公式 才 成 
为 具有 确定 真 值 的 命题 。 

给 定 两 个 命题 公式 , 若 对 其 中 变 元 的 所 有 可 能 的 真 值 指派 两 个 命题 公式 使 其 具有 相同 
的 真 值 , 则 称 它们 是 相互 等 价 的 。 可 以 利用 真 值 表 来 判定 两 个 命题 公式 的 等 价 性 。 


1.2.2 真 值 表 


定义 1.3 设 A 为 一 命题 公式 ,对 其 中 出 现 的 命题 变 元 所 有 可 能 的 每 一 组 真 值 指派 S, 连 
同 公式 A 及 相应 S(A) 的 取 值 汇 列 成 表 , 称 为 A 的 真 值 表 。 一 个 真 值 表 由 以 下 两 部 分 构成 : 

(1) 表 的 左 半 部 分 列 出 公式 的 每 一 种 解释 ; 

(2) 表 的 右 半 部 分 给 出 相应 每 种 解释 公式 得 到 的 真 值 。 

为 使 构造 的 真 值 表 方 便 和 一 致 ,有 如 下 约定 : 

(1) 命题 变 元 按 字典 序 排列 ; 

(2) 对 公式 的 每 种 解释 ,以 二 进 制 数 从 小 到 大 或 者 从 大 到 小 顺序 排列 ; 

(3) 若 公 式 复杂 ,可 先 列 出 各 子 公 式 的 真 值 ( 若 有 括号 从 里 层 向 外 展开 ), 最 后 列 出 所 给 
公式 的 真 值 。 

例 1. 11 

(1) 给 出 命题 公式 (CCPVQ) AP) 的 真 值 表 。 

(2) 使 用 真 值 表 证 明 命题 公式 PQ 与 PAQV -PA 一 Q 是 相互 等 价 的 。 

解 : 构造 (1) 的 真 值 表 如 表 1.7 所 示 。 


表 1.7 ”~((PVQC) 人 P) 的 真 值 表 


P [0 PVO (PVO AP 7((PVQ)AP) 
0 0 0 0 1 
0 1 1 0 1 
1 0 和 0 
1 1 站 . 0 


对 于 构造 (2) 真 值 表 如 表 1. 8 所 示 。 
表 1.8 PQ 与 PAQV -PA -0 的 真 值 表 
P+ PAQV -PA-1Q 


~ oo|l% 
六 口上 ol 
~ oor- 


. 
0 
0 
昌 


从 真 值 表 可 以 清楚 地 看 出 ,命题 公式 P*>Q 与 PAQV -PA 一 Q 对 于 变 元 P 和 Q 的 各 
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种 真 值 指派 ,它们 的 真 值 表 完 全 一 致 ,所 以 它们 是 相互 等 价 的 。 
(3 永 真 式 和 等 价 式 


1.3,.1 永 真 式 


通过 对 命题 公式 真 值 表 的 讨论 ,可 以 清楚 地 看 出 对 于 命题 公式 ACP ,Ps ,…，,P,) (7 之 
1) ,命题 变 元 的 真 值 有 2 种 不 同 的 组 合 。 每 一 种 组 合 叫 作 一 种 真 值 指派 ,也 就 是 说 ,命题 公 
式 含有 nn 个 变 元 时 有 2" 种 真 值 指派 。 而 对 应 于 每 一 组 真 值 指派 ,命题 公式 将 有 一 个 确定 的 
值 ,从 而 使 命题 公式 成 为 具有 确定 真 值 的 命题 。 

例 1.12 对 命题 公式 PV -P,PA ”P,P-~>~Q 做 出 真 值 表 。 

解 : 3 个 命题 公式 的 真 值 表 如 表 1.9 和 表 1. 10 所 示 。 

表 1.9 命题 公式 PV -P,PA -P 的 真 值 表 
FP PV-P FA=“PF 


0 1 0 
1 0 


表 1.10 命题 公式 P->Q 的 真 值 表 


~ ool% 
ool® 


例 1. 12 中 ,命题 公式 PV -PP 和 PA 了-P, 虽 然 都 仅 含 一 个 命题 变 元 ,都 有 两 组 真 值 指 
派 , 但 是 对 应 于 每 一 组 真 值 指派 ,命题 公式 PV ”~ 书 均 取 值 为 T( 即 1) ,而 命题 公式 PA ” 忆 
却 取 值 为 F( 即 0) 。 之 所 以 有 这 样 的 结果 是 因为 这 些 命题 公式 的 真 值 与 其 变 元 的 真 值 指派 
无 关 , 而 根本 问题 在 于 它们 的 自身 结构 。 命 题 公式 PQ 含有 两 个 命题 变 元 ,有 四 组 真 值 指 
派 。 对 于 第 1、 第 2 和 第 4 这 3 组 真 值 指派 ,公式 取 值 为 1( 即 T); 而 对 于 第 3 组 真 值 指派 ， 
公式 却 取 值 为 0( 即 F)。 

通过 上 面 对 有 关公 式 真 值 表 的 讨论 ,总 结 出 如 下 的 定义 。 

定义 1.4 永 真 式 \ 永 假 式 与 可 满足 式 。 

(1) 不 依赖 于 命题 变 元 的 真 值 指派 ,而 总 是 取 值 为 T( 即 1) 的 命题 公式 , 称 为 永 真 式 或 
重 言 式 。 

(2) 不 依赖 于 命题 变 元 的 真 值 指派 ,而 总 是 取 值 为 F( 即 0) 的 命题 公式 , 称 为 永 假 式 或 
矛盾 式 。 

(3) 至 少 存在 一 组 真 值 指派 使 命题 公式 取 值 为 T 的 命题 公式 , 称 为 可 满足 式 。 


由 


1.3.2 等 价 式 


在 有 限 步 内 判定 一 个 命题 公式 是 永 真 式 、 永 假 式 或 是 可 满足 式 的 问题 被 称 为 命题 公式 
的 判定 问题 。 我 们 的 着 眼 点 放 在 对 重 言 式 的 研究 上 ,因为 它 最 有 用 , 重 言 式 有 以 下 特点 。 
(1) 重 言 式 的 否定 是 一 个 矛盾 式 ,一 个 矛盾 式 的 否定 是 重 言 式 , 所 以 只 研究 其 中 之 一 就 
可 以 了 。 

(2) 重 言 式 的 析 取 、 合 取 、 单 条 件 和 双 条 件 都 是 重 言 式 ,于 是 可 由 简单 的 重 言 式 推出 复 
重 言 式 。 

(3) 由 重 言 式 可 以 产生 许多 有 用 的 恒等式 。 

设 A;A(Pi,Ps,…,P,) 

B:B(P',P,,*…,P,) 

是 两 个 命题 公式 ,这 里 P;(i 二 1,2,…,n) 不 一 定 在 两 个 公式 中 同时 出 现 。 

由 此 也 可 以 归纳 出 等 价 式 的 定义 。 

定义 1.5 设 A 和 B 是 两 个 命题 公式 ,如 果 A.B 在 任意 解释 下 ,其 真 值 都 是 相同 的 , 即 
AB 是 重 言 式 , 则 称 A 和 B 是 等 价 的 或 逻辑 相等 , 记 作 A eB , 读 作 A 恒 等 于 B 或 A 等 价 
Rs 

注意 符号 “3 与 符号 “>” 的 意义 是 有 区 别 的 。 符 号 “> "是 逻辑 联结 词 , 是 个 运算 符 ; 
而 符号 “< 是 关系 符 , 它 表示 A 和 B 有 逻辑 等 价 关 系 。 

常用 的 逻辑 恒等式 如 表 1. 11 所 示 。 

表 中 符号 P,Q、R 代表 任意 命题 ,符号 T 代表 真 命题 ,符号 F 代表 假 命 题 。 表 1. 11 中 
所 有 公式 是 进行 等 价 变换 和 逻辑 推理 的 重要 依据 。 表 1. 11 中 所 有 公式 均 可 使 用 真 值 表 得 
到 证 明 ,读者 可 作为 练习 。 


杂 的 


表 1.11 常用 逻辑 恒等式 
E PVQQVP 
E paconr| zante 
E PoQeQoP 
E (PVQOVR<PV(QVR) 
E ee bt 
E (PQ) 一 R =P 一 (QeR) 
E: PM(QVR) APAQV (PAR) 
Es PV(CQAR) PYONEYR | 9 
E, P~>(Q>R) AP>Q >(P>R) 
Ew 了 "P<P 双重 否定 律 
En -7(PAWE-PV-Q i 
Bs “Boop 
Es -7(PPQ® cPR 
En PQ"Q>-P 逆反 律 
Es -Po-QeP+°Q 


Es PAPP } 
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续 表 
Es: PA”Pcz 
EBPV 一 Ps 
Es PATaP 
En PAFeF 
E: PVTAT 
E: PVF<P 
Ea PT<cP 


Es PHFonP 
Es ProQAP>ONQ>P) APAQV ("PA -TQ) 
Er Pr>QoO-"PVQ 

Es (PAQ)R XAP 习 (QR)) 输出 律 

Es PACPVQ) =P 


| 
Ex: PV(PAQ) oP 


1.3.3 ”代入 规则 和 替换 规则 


1. 代入 规则 


在 一 个 重 言 式 中 , 某 个 命题 变 元 出 现 的 每 一 处 均 代 以 同一 个 公式 后 ,所 得 到 的 新 的 公式 
仍 是 重 言 式 ,这 条 规则 称 为 代入 规则 。 

这 条 规则 之 所 以 正确 ,是 因为 永 真 式 对 于 任何 解释 ,其 值 都 是 真 ,与 所 给 的 某 个 变 元 指 
派 的 真 值 是 真 还 是 假 无 关 , 因 此 ,用 一 个 命题 公式 代入 到 原子 命题 变 元 R 出 现 的 每 一 处 后 ， 
所 得 命题 公式 的 真 值 还 是 真 。 例 如 : 

PA -PoF, 令 RAQ 代 P 得 ,(RAQ) 人 一 (RAQ) > 下 仍 是 重 言 式 。 


2. 替换 规则 


设 有 恒等式 A 8 , 若 在 公式 C 中 出 现 A 的 地 方 替换 以 了 (不 一 定 是 每 一 处 都 进行 ) 而 
得 到 公式 D, 则 C cD ,这 条 规则 称 为 替换 规则 。 

如 果 A 是 公式 C 中 完整 的 部 分 , 且 A 是 合式 公式 , 则 称 A 是 C 的 子 公 式 。 规 则 中 “ 公 
式 C 中 出 现 A” 即 “A 是 C 的 子 公式 ”。 

这 条 规则 之 所 以 正确 :是 因为 在 公式 C 和 中 替换 部 分 以 外 的 部 分 均 相同 ,所 以 C 和 
D 的 真 值 也 相同 , 故 C <D 。 

应 用 代入 规则 和 替换 规则 及 已 有 的 重 言 式 可 以 证 明 新 的 重 言 式 。 

例如 对 公式 Es: ”(PAQ)enPV 了-Q, 以 AAB 代 Es 中 的 P, 而 以 ~AA -BB 代 Ei 
中 的 Q 就 得 出 公式 ”((AAB)A("AAnmB)) em(CAAB) VCnAAnB)。 

对 公式 Ew: PAT < ,利用 公式 PV ” P < 人 ,对 其 中 的 工作 替换 (对 命题 常 元 不 能 做 
代 换 ) 得 公式 PA (PV ” P) <P。 
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因此 ,可 以 说 表 1. 11 和 表 1. 13 中 的 字符 P.Q 和 RR 不 仅 代表 命题 变 元 ,而 且 可 以 代表 
命题 公式 ; 了 和 眉 不 仅 代表 真 命题 和 假 命题 ,而且 可 以 代表 重 言 式 和 永 假 式 。 用 这 样 的 观 
点 看 待 表 1. 11 中 的 公式 ,应 用 就 显得 更 方便 。 


例 1.13 

(1) 试 证 P>(Q>R)cQ>(P>R) eR>(Q>-P), 
证 : P>(Q>R) 

enPV(CnQVR) 两 次 蔡 换 
S"QVC=PVR) 结合 ,交换 ,结合 
<Q>(P—>R) 两 次 蔡 换 


类 似 可 证 P>(Q>R)7R>(Q> 一 P)。 
(2) 试 证 (P>Q)>(QV R) SPVQVR。 
证 : (P>Q)>(QV R) 


S77 (PVQ) V (QVR) Est 和 替换 规则 
APA-T7Q VQVR) Es 和 替换 规则 
A(PATQO VOVR E, 


A(PVQOAQV -QVR 


SPVQVR 


解 : 


对 此 式 化 简 得 


例 1. 13 的 (1) 和 替换 规则 


(3) 试 将 语句 “情况 并 非 如 此 ,如 果 他 不 来 ,那么 我 也 不 去 "化 简 。 


设 P 表示 : 他 来 。Q 表示 : 我 去 。 于 是 上 述 语句 可 符号 化 为 : 


-7(-P—>-Q) 


mnP~~nQenCnnmPVnmQ) Es; 和 替换 规则 


"PNQ 


化 简 后 的 语句 是 “我 去 了 ,而 他 没 来 ”。 

从 定理 及 例题 可 以 看 到 ,代入 和 替换 有 两 点 区 别 : 

(1) 代入 是 对 原子 命题 变 元 而 言 ,替换 通常 是 可 对 命题 公式 实行 ; 
(2) 代入 必须 是 处 处 代入 ,替换 则 可 部 分 替换 或 全 部 替换 。 


(1.4 对偶 式 与 蕴涵 式 
A 


1.4.1 


定义 1.6 


对 偶 式 


设 有 公式 A, 其 中 仅 含 逻辑 联结 词 ”, 人 , V 和 逻辑 常 值 和 FF。 在 A 中 将 


信 ,V ,T,F 分 别 换 以 V ,人 ,F,T 得 公式 A" , 则 称 A-" 为 A 的 对 偶 式 。 同 理 ,A 也 可 称 为 
A“* 的 对 偶 式 , 即 对偶 式 是 相互 的 。 


元 ,于 


定理 1.1 
是 


设 A 和 A'* 互 为 对 偶 式 ,P,P,,…,P, 是 出 现 于 A 和 A* 中 的 所 有 命题 变 


ACPi Pssst.) SA "Prs "Pa hh.) ,Wb 
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A(nmP ,PP,) enA (P,P,,…,P,) (2) 
证 明 : 由 德 . 摩根 律 
闻 人 人 0 
PVQS-(-PA -0Q) 
故 
并 (可 A" ( "Pis "Ps sn Ps) 
同 理 
A(CnP ,PP,) enA P,P,,,P,) 
例 1.14 证 明 : -PV (QAR) 和 一 PA (QVR) 为 对 偶 式 。 
证 明 , A(P,Q,R) -7PV (QAR) 
-A(P,Q,R) ©-7 (~PV QAR)) 
en(nP) 人 nm”(QAR) 
en(CnP)ACnQV -1R) 
A'(P,Q,R) enPACQVR) 
4A'(nP,nQ,nR) en(CnP)ACnQV nmR) 
所 以 
-A(P,Q,R) oA’ (~P,-Q,-7R) 
At=- P70 RR Sa PN C0 N= 
7A" (P,Q,R) en(CnP) V nm(QVR) en(nP) VCnQAnR) 
所 以 
A(-P,-Q,-7R) enA'"(P,Q,R) 
定理 1.2 若 A<B, 且 4A,B 为 命题 变 元 P,,P:,…,P, 及 联结 词 A,V ,一 构成 的 公式 ， 
则 A* eB* 。 
证 明 : A <8B 意味 着 A(Pi,P,,…,P,)*B(P,P,,…,P,) 为 永 真 式 ， 
于 是 -了 A(Pi,P,,…,P,) > 一 B(Pi,P;,…,P,) 为 永 真 式 ， 
由 定理 1.1 得 
A* (nm PP 一 Po)<B" (一 Pi ,一 PP 一 P,) 为 永 真 式 。 
因为 上 式 是 永 真 式 , 使 用 带 入 规则 所 得 仍 为 永 真 式 , 以 ”已 代 P;(i 二 1,2,…,n), 得 
A* (Pi,P,…,P,)**>B* (P,P,,…,P,) 为 永 真 式 , 所 以 A* eB* 。 
本 定理 称 为 对 偶 原理 。 
例 1.15 车 (PAQV(-DPV(-PVQ)) S77PVQ, 试 证 (PVQ)A(-PA(-PA 
Q)) Sn-PAQ, 
证 明 : 由 对 偶 原 理 得 
OP NO VP VY CRO PY 
即 (PVQ)AC-PAC”PAQ)) em”PAQ。 
定理 1.3 如 果 4A=B 且 4A,B 为 命题 变 元 P, , P: ,…',P, 及 联结 词 人 A,V ,一 构成 的 公 
式 , 则 B* 过 >A*。 
证 明 : A 一 B 意味 着 A(P,,P, ,…,P,) 一 BC(P,,P, ,…,P,) 为 永 真 式 。 
由 逆反 律 得 


BPLPysm#P ”ACPI3Piomm) 为 永 丰 式 。 


由 定理 1.1 得 

B* (Pis Py "PA LT Pi "P71P) 为 床 真 式 。 

因为 上 式 是 永 真 式 ,使 用 带 入 规则 仍 为 永 真 式 ,以 了 Pi 代 Pi (i 二 1,2,…,n) 得 
B=A'. 


1.4.2 ”蕴涵 式 


如 果 单 条 件 联结 式 A 一 B 是 一 个 永 真 式 , 则 它 被 称 为 永 真 蕴 涵 式 , 记 为 “A 二 B”, 读 作 
“A 永 真 蕴涵 B”。 其 中 A 称 为 B 的 有 效 前 提 ,B 称 为 A 的 逻辑 结果 ,可 以 说 由 A 推出 B, 也 
可 以 说 B 是 由 A 推出 的 。 从 A 过 B 的 定义 不 难看 出 ,要 证 明 A 永 真 蕴涵 BB, 只 要 证 明 A>B 
是 一 个 永 真 式 即 可 。 而 从 A 一 B 的 定义 不 难 知道 要 说 明 A 一 B 是 永 真 式 ,只 要 说 明 下 面 两 
点 之 一 即 可 。 

(1) 假定 前 件 A 是 真 , 若 能 推出 后 件 B 必 为 真 , 则 A 一 B 永 真 ,于 是 A 二 B。 

(2) 假定 后 件 B 是 假 , 车 能 推出 前 件 A 必 为 假 , 则 A 一 B 永 真 ,于 是 A 志 B。 

也 可 以 用 真 值 表 法 来 证 明永 真 蕴涵 式 , 即 证 明 对 于 命题 公式 中 命题 变 元 的 所 有 真 值 
指派 来 说 , 若 其 中 使 逻辑 前 提取 值 为 真 的 那些 真 值 指 派 , 必 然 使 逻辑 结果 取 值 为 真 , 则 说 
A=>B。 

例 1.16 证 明 -QA(P=Q) 之 ”了 。 

证 明 : 方法 一 ， 

设 ”QA(CP-~~Q) 为 真 ,于 是 "Q,P-~~Q 均 为 真 , 从 而 得 出 Q 为 假 , 因 而 ”也 是 真 。 

所 以 ”QACP~Q) 一 ”P。 

方法 三 ; 

设 ” 己 是 假 , 于 是 已 为 真 ,这 时 不 论 Q 是 真是 假 都 使 了 QA (P 一 Q) 为 假 。 于 是 

”QACP-~~Q) >”P。 

方法 三 4 

使 用 真 值 表 , 构 造 前 提 和 结论 的 真 值 表 如 表 1. 12 所 示 。 

表 1.12 例 1.16 的 方法 三 


P 0 -OACP-~O) = 了 
0 0 1 
0 0 
0 0 0 
| | 0 0 


从 真 值 表 可 以 看 出 ,使 了 >-QA(P 一 Q) 取 人 工 值 的 那些 变 元 的 真 值 指 派 , 也 使 -P 取 全 值 ; 
而 使 -~P 取 下 值 的 那些 变 元 的 真 值 指派 , 也 使 了 QA (PQ) 取 下 值 ,因此 ,QA (PQ) 二 
一 了 。 

常用 的 永 真 蕴涵 式 如 表 1. 13 所 示 。 


第 1 章 “命题 逻辑 


表 1.13 常用 永 真 萤 涵 式 


TI PAQ=>P 化 简 式 
LI PAQ=Q 

k P=>PVQ 附加 式 
IT Q=>PVQ 

kb -P=>P>Q 

Ek Q=>P™>Q 

IT -7(P>Q® 一 P 

KE -7(P*>Q=-Q 

IT -P,PVQ=Q 析 取 三 段 论 
Io P,P>Q=>Q 假 言 推论 
而 拒 取 式 


lI: P>Q,Q™>R=>P>R 假 言 三 段 论 
Li PVQ,P~~R,Q-~R 一 R 二 难 推论 
TI， P-~Q=RVP-~RVQ 

ls P>Q=>RNAP>RNAQ 

I P,Q>PAQ 


(5 范式 和 判定 问题 


前 面 曾 提 及 过 在 有 限 步 内 确定 一 个 合式 公式 是 永 真 的 \ 永 假 的 或 是 可 满足 的 ,这 类 问题 
称 为 命题 公式 的 判定 问题 。 

在 前 面 的 介绍 中 ,可 以 看 到 ,由 于 合式 公式 的 形式 不 唯一 给 判定 工作 带 来 一 定 难度 , 虽 
然 使 用 真 值 表 可 以 解决 命题 公式 的 判定 问题 ,但 是 , 当 命题 变 元 数目 多 时 ,使 用 真 值 表 也 不 
是 很 方便 。 所 以 必须 通过 其 他 的 途径 来 解决 判定 问题 一 一 把 合式 公式 化 为 标准 型 (范式 ) 。 


1.5.1 析 取 范式 和 合 取 范式 


为 叙述 方便 ,把 合 取 称 为 积 , 把 析 取 称 为 和 。 

定义 1.7 命题 公式 中 的 一 些 变 元 和 一 些 变 元 的 否定 之 积 , 称 为 基本 积 ; 一 些 变 元 和 变 
元 的 否定 之 和 , 称 为 基本 和 。 

例如 ,给 定 命题 变 元 P 和 Q, 则 . 

PQ "P,Q "PNAQPAG, PAP; "QANPAQW 是 首 本 积 } PQ; "BP, "0 
PV -Q,PVQ,PV -P,PVQV nmP 都 是 基本 和 。 

基本 积 ( 和 ) 中 的 子 公 式 称 为 基本 积 ( 和 ) 的 因子 。 

定理 1.4 一 个 基本 积 是 永 假 式 , 当 且 仅 当 它 含 有 了, 一 P 形式 的 两 个 因子 。 

证 明 : (充分 性 )PA ” 己 是 永 假 式 ,而 QAE 含有 两 个 因子 时 ,此 基本 积 是 永 假 式 ,所 以 
含有 已 和 ”~ 忆 形式 的 两 个 因子 的 基本 积 是 永 假 式 。 

(必要 性 ) 用 反 证 法 。 设 基本 积 永 假 但 不 含 P 和 一 P 形式 的 因子 ,于 是 给 这 个 基本 积 中 
的 命题 变 元 指派 真 值 ,给 带 有 否定 的 命题 变 元 指派 真 值 F, 得 基本 积 的 真 值 是 全 ,与 假设 
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矛盾 。 证 毕 。 
定理 1.5 一 个 基本 和 是 永 真 式 , 当 且 仅 当 它 含有 了 ,PP 形式 的 两 个 因子 。 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


定义 1.8 一 个 由 基本 积 的 和 组 成 的 公式 ,如 果 与 给 定 的 公式 A 等 价 , 则 称 它 是 A 的 
析 取 范式 , 记 为 : A 二 A1V AsV…V A,.n 宇 1, 其 中 A;(i 二 1,2,…,) 是 基本 积 。 
对 于 任何 命题 公式 ,都 可 求 得 与 其 等 价 的 析 取 范式 ,这 是 因为 命题 公式 中 出 现 的 ~ 和 *> 
可 用 人 A、V 和 表达 ,括号 可 通过 德 。 摩 根 定律 和 人 对 V 的 分 配 律 消去 。 但 是 一 个 命题 公式 
的 析 取 范式 不 是 唯一 的 。 
如 果 析 取 范式 中 每 个 基本 积 都 是 永 假 式 , 则 该 范式 必定 是 永 假 式 。 
例 1.17 
(1) 求 (PA(Q>R)) 一 S 的 析 取 范式 。 
解 : (PA(Q>R)) >S -7 (PA(-QVR)VS 
PVIGN RVS 
cmPV(QAnR)VS 析 取 范式 
(2) 求 -(PVQ) (PAQ) 的 析 取 范式 。 
解 : "(PVQ) > (PAQ) 
eS"(PVO A(PAMV -7 (PVQ) A TPAQ) 
<nPAnQAPAQ)V(CPVYQ)ACnPVnmQ)) 
<FV(PVQ)ACnPVnQ) 
<PVQIACnPVnQ) 
A(PVQOATPIV (PVO A TQ) 
SPATPV-PAQVPA "QVQA TQ 
<FvnPAQVPAnQVF<nPAQIVCPAnQ)。 
定义 1.9 一 个 由 基本 和 的 积 组 成 的 公式 ,如 果 与 给 定 的 命题 公式 A 等 价 , 则 称 它 是 A 
的 合 取 范式 , 记 为 : A=A AAA… 人 AA,,n 二 1, 其 中 Al ,A,,…,A, 是 基本 和 。 
对 任何 命题 公式 都 可 求 得 与 其 等 价 的 合 取 范式 ,道理 同 析 取 范式 。 同 样 , 一 个 命题 公式 
的 合 取 范 式 也 不 唯一 。 
如 果 一 个 命题 公式 的 合 取 范 式 的 每 个 基本 和 都 是 永 真 式 , 则 该 式 也 必定 是 永 真 式 。 
例 1. 18 
(1) 试 证 QVPA -QV -PA ”Q 是 永 真 式 。 
解 : QVPA -QV nmPAnQ 
QV (PV -PA-Q 
AM 个 人 二 和 
QV ”Q 
ST 
(2) 求 -(PVQ) 一 (PAQ) 的 合 取 范式 。 
解 : 令 A -7 (PVQ) 一 (PAQ), 则 
”AcenmCnCPVQ) VCPAQ)) 
VONPNDV( EVD ND 


— 
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PAANPNOVP VDA TPY "QIN 
(PADVPAY 

由 于 Ae®S--"A=-((-7PA -QV(PAO) 

所 以 A<XAPVQA(TPV -7Q) 


1.5.2 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范式 


定义 1.10 在 含 ” 个 变 元 的 基本 积 中 , 若 每 个 变 元 与 其 否定 不 同时 存在 ,而 二 者 之 一 


必 出 现 且 仅 出 现 一 次 , 则 称 这 种 基本 积 为 极 小 项 。 


nn 个 变 元 可 构成 2 个 不 同 的 极 小 项 。 例 如 3 个 变 元 P,Q,R 可 构成 8 个 极 小 项 。 如 果 
把 命题 变 元 看 成 1 ,命题 变 元 的 否定 看 成 0, 于 是 每 个 极 小 项 对 应 于 一 个 二 进 制 数 ,也 对 应 一 


个 十 进 制 数 。 对 应 情况 如 下 。 


2 ed -一 000 一 一 0 
”PA-QAR -一 001 一 一 ! 
-PAQA-R -一 010 一 一 2 
PAQAR -一 011 一 一 3 
PA-QA-R 一 100 一 一 4 
PA-QAR -一 101- 一 5 
PAQA-R 一 110 一 -6 
PAQAR -一 111 一 一 7 


把 极 小 项 对 应 的 十 进 制 数 当 作 下 标 , 并 用 mm (i 一 0,1,2,…,2" 一 1) 表 示 这 一 项 , 即 
"PA 一 和 太一 玉 一 720 


-7PA-.QAR =mi 
-7PAQA-R =m; 
-7PAQAR =ms 
PA-.QA-R =m 
PA-.QAR =ms 
PAQA-R =mse 
PAQAR 一 727 
一 般 ,n 个 变 元 的 极 小 项 是 : 
nd , dd =mo 


"PMA"P: N\A- P,-iAP.=mi 
PA-P;AM-…AP,.iAN-P,=m: 


PA-P,AM…A- P=mei 


定义 1.11 一 个 由 极 小 项 的 和 组 成 的 公式 ,如 果 与 命题 公式 A 等 价 , 则 称 它 是 公式 A 


的 主 析 取 范式 。 


对 任何 命题 公式 ( 永 假 式 除外 ) 都 可 求 得 与 其 等 价 的 主 析 取 范式 ,而 且 主 析 取 范式 的 形 


式 唯一 。 它 给 范式 判定 问题 带 来 很 大 益处 。 例 如 : 


17 


4<PAQVR 
<PAQ)ACGRV”R)VCPV -PAR 
SPNONRVPNON=RYPARV PANR 
SPAQARVPAQA "RVPARA(QV "QV "PAR)AQV -°Q) 
SPAQARVPAQA "RVPAQARVPA-7Q 
ARV "PAQARV -PA "QAR 
SPAQNRVPAQA "RVPA "QARV “PAQNRY “PA "QANR 
nr V mse Vms V 7723 Vm 
3 人 
其 中 ,符号 “>)” 是 借用 数学 中 求 和 的 符号 ,这 里 代表 析 取 。 
命题 公式 A 不 是 永 真 式 也 不 是 永 假 式 ,而 是 可 满足 的 。 关 于 这 一 点 将 通过 考查 一 个 命 
题 公式 的 主 析 取 范式 和 它 的 真 值 表 的 关系 而 得 出 。 
下 面 研究 命题 公式 A 二 PAQVR 的 真 值 表 , 如 表 1. 14 所 示 。 
表 1.14 A=PAQVR 的 真 值 表 及 对 应 的 极 小 项 
0 R 极 小 项 PAQVR 


"PA-QA-R 0 
-PA-QAR 1 
-PAQA-R 0 
-PAQAR 1 
PA”QAn”R 0 
PA-QAR 1 
PAQA TR 1. 
PAQAR 


-ooooo|lyw 
~ OopP~“"~~ oD 
半 访 和 六: 筷 伟 党 管 


从 公式 PAQVR 的 真 值 表 中 不 难看 出 ,使 命题 公式 取 值 为 的 每 一 组 变 元 的 真 值 指 
派 也 使 同行 上 的 极 小 项 取 值 为 了 T。 如 果 把 这 些 极 小 项 析 取 起 来 ,显然 它 应 该 和 命题 公 
PAQVR 是 等 价 的 。 当 然 使 命题 公式 取 值 为 F 的 那些 组 命题 变 元 所 对 应 的 极 小 项 对 公式 
是 不 起 作用 的 。 

如 果 命题 公式 是 永 真 式 , 则 对 应 于 命题 变 元 的 所 有 极 小 项 应 在 其 主 析 取 范式 中 全 部 
出 现 。 

如 果 所 给 命题 公式 是 永 假 式 , 则 它 不 存在 主 析 取 范 式 。 

定义 1.12 在 含 ” 个 变 元 的 基本 和 中 , 若 每 个 变 元 与 其 否定 不 同时 存在 ,而 二 者 之 一 
必 出 现 且 仅 出 现 一 次 , 则 称 这 种 基本 和 为 极 大 项 。 

nn 个 变 元 可 以 构成 2" 个 不 同 的 极 大 项 。 例 如 3 个 变 元 P,Q,R 可 构成 8 个 极 大 项 。 在 
极 大 项 中 ,把 命题 变 元 看 成 0, 而 把 命题 变 元 的 否定 看 成 1, 于 是 每 一 个 极 大 项 对 应 于 一 个 二 
进 制 数 , 也 对 应 一 个 十 进 制 数 。 对 应 情况 如 下 。 

PVQVR 一 一 000 一 一 0 

PVQV TR 一 -001 一 一 1 

PV 一 QVR 0 
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PY =R 一 -一作 一 一 

-PVQVR == 二 = 才 

-PVQV -IR ——]01——§ 

7PV-QVR 一 一 10 一 一 人 

PV “aVR 一 人 一 一 

把 极 大 项 对 应 的 十 进 制 数 当 作 下 标 ,并 用 M;(i 二 0,1,2,…,2" 一 1) 表 示 这 一 项 , 即 
PVQVR 一 Mo 

PVQV -R =M, 

PV -QVR =M, 

PV -QV =-R =M, 

-PVQVR =M, 

-PVQV -TR =M 

-PV -QVR =M, 

-PV -QV -7R 一 M; 


一 般 n 个 变 元 的 极 大 项 是 : 
Pi1VP:V*…VP,=M, 

Pi VP VVP,-iVP,=M, 
PB VP VV PaVP,=M, 


7P1V 7 Ps VV 7 P,=M»- 
定义 1.13 一 个 由 极 大 项 的 积 组 成 的 公式 ,如 果 与 命题 公式 A 等 价 , 则 称 它 是 A 的 主 
合 取 范 式 。 
对 任何 命题 公式 ( 永 真 式 除外 ) 都 可 求 得 与 其 等 价 的 主 合 取 范 式 , 且 主 合 取 范式 的 形式 
唯一 。 例 如 : 
A=PNQVR 
=(PVR)A (QVR) 
=(PVR)V (QA "QA QVR)V (PA TP) 
=(PVQVR)ACPVQVR)ACPVQVR)ACPVQVR) 
一 (PVQVR)IACPV”QVR)AC”PVQVR) 
一 Mo AM: 人 M4 
一 开 (0,2,4) 
其 中 ,符号 开 ? 是 借用 数学 中 求 积 的 符号 ,这 里 代表 合 取 。 从 A 的 主 合 取 范 式 , 立 刻 可 以 判 
断 出 A 是 可 满足 的 。 下 面 通过 考查 4 一 PAQVR 及 其 真 值 表 来 说 明 极 大 项 和 主 合 取 范式 
的 关系 及 极 大 项 和 极 小 项 的 关系 ,如 表 1. 15 所 示 。 
从 表 1. 15 中 可 以 清楚 地 看 出 ,使 公式 A 取 F( 即 0) 的 那些 真 值 指派 也 必然 使 同行 上 对 
应 的 极 大 项 取 下 值 ,把 所 有 这 些 极 大 项 合 取 起 来 当然 应 和 命题 公式 A 等 价 , 省 略 使 命题 公 
式 A 取 T( 即 1) 值 的 极 大 项 是 因为 合 取 上 全 还 等 价 于 原来 的 命题 。 


表 1.15 4=PACVR 的 真 值 表 及 对 应 的 极 大 项 


Pp 0 R 极 大 项 PAOVR 
0 0 0 PVQVR 0 
0 0 PVQV -有 1 
0 1 0 PV -QVR 0 
0 1 L PV -QV -RR 1 
1 0 0 -PVQVR 0 
& 0 和 ”PVQV ”R 1 
1 1 0 "PY “QVR 和 
1 1 1 EY "OR 1 


对 照 表 1. 14 和 表 1. 15 可 以 发 现 极 小 项 m; 和 极 大 项 M; 有 下 列 的 关系 式 : 
M= "ms: m= =“M 

利用 求 一 个 命题 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 的 方法 ,可 以 很 快 地 判断 一 个 命题 公 
式 是 永 真 的 、 永 假 的 或 是 可 满足 的 。 一 个 命题 公式 是 永 真 式 , 它 的 命题 变 元 的 所 有 极 小 项 均 
出 现在 其 主 析 取 范 式 中 ,不 存在 与 其 等 价 的 主 合 取 范式 ; 一 个 命题 公式 是 永 假 式 , 它 的 命题 
变 元 的 所 有 极 大 项 均 出 现在 其 主 合 取 范式 中 ,不 存在 与 其 等 价 的 主 析 取 范 式 ; 一 个 命题 公 
式 是 可 满足 的 , 它 既 有 与 其 等 价 的 主 析 取 范 式 , 也 有 与 其 等 价 的 主 合 取 范式 。 通 过 对 公式 
4A=PAQVR 的 讨论 ,不 难看 出 通过 公式 直接 求 主 析 取 、 主 合 取 范式 的 方法 。 从 真 值 表 中 
也 可 以 看 出 ,如 果 一 个 命题 公式 含有 个 变 元 , 则 可 以 写 出 2" 个 极 小 项 和 2" 个 极 大 项 ,并 且 
如 果 这 个 命题 公式 的 主 析 取 范 式 含有 iCi 过 个 极 小 项 , 则 它 的 主 合 取 范式 应 含有 2" 一 i 个 
极 大 项 ,每 个 极 大 项 可 由 将 相应 2" 一 i 个 极 小 项 取 否 定 而 得 到 , 即 如果 已 求 出 一 个 命题 公式 
的 主 析 取 (或 主 合 取 ) 范 式 , 则 可 通过 上 面 所 说 的 关系 直接 写 出 公式 的 主 合 取 (或 主 析 取 ) 
范式 。 


人 .6 命题 演算 的 推理 理论 


逻辑 学 的 主要 任务 是 提供 一 套 推 论 规则 ,按照 公认 的 推论 规则 ,从 前 提 集合 中 推导 出 一 
个 结论 来 ,这 样 的 推导 过 程 称 为 演绎 或 形式 证 明 。 

在 任何 论证 中 ,倘若 认定 前 提 是 真 的 ,从 前 提 推 导出 结论 的 论证 遵守 了 逻辑 推论 规则 ， 
则 认为 此 结论 是 真 的 ,并 且 认 为 这 个 论证 过 程 是 合法 的 。 也 就 是 说 ,对 于 任何 论证 来 说 ,人 
们 所 注意 的 是 论证 的 合法 性 。 数 理 逻 辑 则 把 注意 力 集中 于 推论 规则 的 研究 ,依据 这 些 推论 
规则 推导 出 的 任何 结论 , 称 为 有 效 结论 ,而 这 种 论证 规则 被 称 为 有 效 论证 。 数 理 逻 辑 所 关心 
的 是 论证 的 有 效 性 而 不 是 合法 性 ,也 就 是 说 数理 逻辑 所 注重 的 是 推论 过 程 中 推论 规则 使 
是 否 有 效 ,而 并 不 关心 前 提 的 实际 真 值 。 

推论 理论 对 计算 机 科学 中 的 程序 验证 ,定理 的 机 械 证 明和 人 工 智能 都 十 分 重要 。 

定义 1.14 设 有 Hi,H,,…,， HH，,C 是 一 些 命题 公式 , 当 且 仅 当 Hi 人 HA 人 …AH, > 
C, 则 说 C 是 前 提 集 合 {Hi , 翡 ; ,…, 理 ,} 的 有 效 结论 。 

显然 ,给 定 一 个 前 提 集 合 和 一 个 结论 ,用 构成 真 值 表 的 方法 ,在 有 限 步 内 能 够 确定 该 结 


论 是 
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否 是 该 前 提 集 合 的 有 效 结论 。 这 种 方法 被 称 为 真 值 表 法 。 下 面 举例 说 明 。 
例 1. 19 考查 结论 C 是 否 是 下 列 前 提 五 , , 昌 , 和 玉 ; 的 有 效 结论 。 
CD BH PVG 
H;: "(QM -1R) 
Ws = 
CGC; 3P 
(2) His PE(Q*RY 
H;: PAQ 
全 
(3) Hi: =-P 
H;: PVQ 
CEPAG 
解 : 首先 构造 (1)、(2) 和 (3) 的 真 值 表 , 如 表 1.16, 表 1.17 和 表 1.18 所 示 。 


表 1.16 例 1.19 中 (1) 的 真 值 表 


POR -PVQ -QAR) -RR -P 
本 1 1 
GO 1 1 0 1 
0 1 0 1 0 1 
要 0 1 
了 而 和 0 1 1 0 
Lo 0 1 0 0 
入 坟 1 0 1 0 
Dw 1 I 0 0 
在 表 1. 16 中 仅 第 一 行 各 前 提 的 真 值 都 为 1 ,结论 也 有 真 值 1, 因 此 (1) 的 结论 是 有 效 的 。 


表 1.17 例 1.19 中 (2) 的 真 值 表 


P O R P-~(O-~R) PAO R 
0 0 0 0 0 
太 交 1 0 1 
0 1 0 2 0 0 
0 江 - 志 3 0 
和 作 ， 心 1 0 0 
证 0 0 1 
tl 0 j 0 
i 1 1 


在 表 1. 17 中 仅 第 8 行 上 各 前 提 的 真 值 都 为 1, 结论 也 有 真 值 1, 因 此 (2) 的 结论 也 是 有 


效 的 。 


pl 


NA 


表 1.18 例 1.19 中 (3) 的 真 值 表 


在 表 1. 18 中 ,使 前 提取 值 均 为 1 的 是 第 二 行 , 但 结论 却 取 值 为 0, 因 此,(3) 的 结论 


使 用 真 值 表 可 以 证 明 某 一 个 结论 是 否 是 某 一 组 前 提 的 有 效 结论 ,如 上 面 所 举 的 例子 。 
但 是 , 当 变 元 多 或 前 提 规 模 大 时 ,这 种 方法 就 显得 不 是 很 方便 了 。 为 此 ,下 面 介 绍 一 套 推论 
理论 的 推论 规则 ,如果 推论 规则 使 用 有 效 , 则 说 由 这 套 推论 规则 所 推出 的 结论 也 是 有 效 的 。 
规则 P: 引入 一 个 前 提 称 为 使 用 一 次 P 规则 。 
规则 T: 在 推导 中 ,如 果 前 面 有 一 个 或 多 个 公式 永 真 蕴涵 公式 S, 则 可 以 把 公式 S 引进 
推导 过 程 中 。 换 句 话说 ,引进 前 面 推导 过 程 中 的 推论 结果 称 为 使 用 规则。 
规则 CP: 如 果 能 从 R 和 前 提 集 合 中 推导 出 S 来 ,就 能 够 从 前 提 集 合 中 推导 出 R 一 S。 
实际 上 从 恒等式 Es 就 可 以 推出 规则 CP。 
(PAQ>R)S- (PAQOVR 
SPV -QVR 
es PY 
SPV (Q>R) 
SP>(Q>R) 
设 已 表示 前 提 的 合 取 ,Q 是 任意 公式 , 则 上 述 恒等式 可 表述 成 : 在 前 提 集 合 中 若 包含 有 
附加 前 提 Q, 并 且 从 PAQ 中 可 以 推导 出 R 来 , 则 可 从 前 提 P 中 推导 出 Q 习 R 来。 
下 面 举 例 说 明 如 何 使 用 以 上 规则 进行 有 效 推论 。 
例 1.20 试 证 明 -P 是 -(PA 一 Q), -QVR, 了 R 的 有 效 结论 。 


解 : 

{1} Cy = P 规 则 

{1} (2) -PVQ 工 规 则 (1) 和 Eu 
{1} (DN me A) TT 规则 (2) 和 Ei 
{4} (4) -QVR P 规 则 

{4} (5) Q>R 工 规 则 (4) 和 Es 
{1,4} (6) P>R T,(3),(5) 和 Is 
{7} (C77 与 要 P 规 则 

人 人 Ca 3 TT 规则 (6),(7) 和 于 


其 中 ,第 一 列 上 花 括 号 中 的 数字 集合 ,指明 了 本 行 上 的 公式 所 依赖 的 前 提 。 第 二 列 中 的 
编号 既 代表 了 该 公式 又 代表 了 该 公式 所 处 的 行 。 最 右边 给 出 的 是 推论 规则 和 注释 ,注释 包 
括 本 行 是 哪 行 的 结论 及 所 依据 的 恒等式 和 永 真 蕴 涵 式 。 

例 1.21 证 明 R=S 是 前 提 P 一 (QS),Q 和 一 RVP 的 有 效 结论 。 
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解 : 把 RR 作为 附加 前 提 , 首 先 推导 出 S 来 ,再 由 此 推导 出 R>S 来。 


{1} Ci P 规则 (附加 前 提 ) 
{2} (yy RP P 规 则 

be: (3)P 工 规 则 (1),(2), 和 了 
{4} (4) PS(Q=S) P 规 则 

(2) CO 工 规 则 (3),(42 和 Jo 
{6} (6) Q P 规则 

{1;2,4.6} (7) S 工 规则 ,(5),(6) 和 Do 
{1:24 (8) R>S CP 规则 (1),(7) 


前 面 曾 讨论 过 范式 判定 问题 。 显 然 , 如 果 在 有 限 步 内 能 断定 论证 是 否 有 效 , 也 就 解决 了 
论证 的 判定 问题 。 然 而 ,前 面 讨 论 过 的 推导 方法 ,实际 上 仅 是 部 分 地 解决 了 判定 问题 的 求 
解 。 也 就 是 说 ,如 果 一 个 论证 是 有 效 的 , 则 使 用 这 种 方法 可 以 证 明 论证 是 有 效 的 ; 反之 ,如 
果 论 证 不 是 有 效 的 , 则 经 过 有 限 步 之 后 ,还 难于 断定 这 个 论证 不 是 有 效 的 。 

下 面 介绍 第 4 个 推论 规则 。 

规则 F: 也 称 间 接 证 明 法 (或 反 证 法 )。 为 了 说 明 规 则 下 ,给 出 下 面 的 定义 和 定理 。 

定义 1.15 设 公 式 Hi,H,,… ,HH 中 的 原子 变 元 是 Pi ,Ps ,…,P,, 如 果 给 各 原子 变 元 
P,P,,… ,PP, 指 派 某 一 个 真 值 集 合 ,能 使 Hl 人 H; 人 … 人 H, 具 有 真 值 工 , 则 命题 公式 集合 
{Hi, 昌 ;,…,H，}) 称 为 一 致 的 (或 相 容 的 ); 对 于 各 原子 变 元 的 每 一 个 真 值 指派 ,如 果 命 题 公 
式 Hi, 昌 ,，,…,H, 中 至 少 有 一 个 是 假 , 从 而 使 得 HH; 人 … 人 H, 是 假 , 则 称 命题 公式 集 
合 {Hi, 昌 ;,…, 电 ,) 是 非 一 致 的 (或 不 相 容 的 )。 

设 {Hi ,日 ,,…, 电 ,) 是 一 个 命题 公式 集合 ,如 果 它 们 的 合 取 强 涵 着 一 个 永 假 式 ,也 就 是 
说 Hi 人 Hs 人 …A 人 HRA -R, 这 里 R 是 任何 一 个 公式 , 则 公式 集合 { Hi, HH,,…, HH,} 必 
然 是 非 一 致 的 。 因 为 RA ” 尺 是 一 个 永 假 式 , 所 以 它 充分 而 又 必要 地 决定 了 Hi A H; 人 … 
和 A 媚 ,是 一 个 永 假 式 。 

在 间接 证 明 法 中 ,就 应 用 了 非 一 致 的 概念 。 

定理 1.6 设 命 题 公 式 集合 {Hi , 吕 : ,…, 刀 ,一 C)} 是 非 一 致 的 , 亦 即 它 荀 涵 着 一 个 永 假 
式 , 则 可 以 从 前 提 集 合 { 已 , 互 : ,…， 瓦 。} 中 推导 出 命题 公式 C 来 。 

证 明 : 因为 Hi 人 Hi; 人 …A 人 HA 了- 了 C 过 RA 一 R, 所 以 Hi1 人 人 H; 人 … 人 一 C 必定 是 永 假 
式 。 因 为 前 提 集 合 {HHi , 韭 ;,…，H,) 是 一 致 的 ,所 以 能 使 Hi 人 日, 人 … 人 日, 的 真 值 为 的 
真 值 指派 ,必然 会 使 -了 C 的 真 值 为 F, 从 而 使 C 的 真 值 为 工 , 故 有 ， 

Hi,H;,-…,H,=>C 

这 样 就 可 以 从 前 提 集 合 { Hi ,H;,…, 瑟 , } 中 推导 出 命题 公式 C 来 。 

例 1.22 证 明 -(PAQ) 是 -PA 一 Q 的 有 效 结论 。 

解 : 把 了- 一 (PAQ) 作 为 假设 前 提 ,. 并 证 明 该 假设 前 提 导 致 一 个 永 假 式 。 

} Cl NO P 规则 (假设 前 提 ) 
} (2) PAQ TT 规则 (1) 和 Ei 
} Cao TT 规则 ,(2), 和 工 
} (4) -PA-Q P 规 则 

} 《他 工 规 则 ,(42 和 了 
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{1,4} 友和 六 二 区 工 规则 (3),(5) 和 Ts 

{1,4} Wy EP NO F 规则 (1),(6) 

由 以 上 几 个 例子 ,可 以 总 结 出 这 样 的 经 验 : 当 要 证 明 的 结论 是 条 件 式 时 ,可 考虑 使 
CP 规则 ; 当 要 证 明 的 结论 比较 简单 ,而 仅仅 使 用 前 提 推 导 不 明显 时 ,可 考虑 使 用 间接 证 明 
法 即 下 规则 ,以 使 推导 过 程 变 得 简洁 。 


(7 基于 布尔 逻辑 的 信息 检索 


布尔 逻辑 (Boolean Logic) 是 根据 19 世纪 英国 数学 家 乔治 . 布尔 (George Boole) 而 命名 
的 。 布 尔 多 辑 在 电子 学 .计算 机 硬件 和 软件 上 有 很 多 应 用 。 如 在 电子 工程 的 电路 设计 中 ,可 
以 用 0 和 1 代表 数字 电路 中 的 不 同 状态 ; 在 软件 设计 中 ,也 常常 使 用 布尔 逻辑 来 表示 程序 
的 运行 状况 。 

基于 布尔 逻辑 的 信息 检索 也 称 为 布尔 逻辑 搜索 , 指 利用 布尔 多 辑 运算 符 连 接 各 个 检索 
词 构成 逻辑 检索 式 , 然 后 由 计算 机 进行 相应 运算 ,以 找 出 所 需 信 息 的 方法 。 常 用 的 布尔 逻辑 
运算 符 包 含 “ 与 ” …“ 非 ?和 一 些 位 置 运 算 符 。Google(www. google. com) 是 世界 上 最 流 
行 的 搜索 引擎 之 一 ,支持 高 达 130 多 种 语言 ,提供 智能 化 的 互联 网 搜索 服务 。 下 面 以 
Google 为 例 对 这 些 运算 符 进行 简单 介绍 。 


1.7.1 布尔 逻辑 运算 符 
1. 逻辑 与 


该 运算 符 用 符号 “and” 或 ** ”表示 ,相应 的 逻辑 表达 式 为 *A and B” 或 “A * B”, 检 索 记 
录 同 时 含有 检索 词 A 和 B 的 网 页 被 命中 。 应 用 该 运算 符 可 以 缩小 检索 范围 ,提高 查询 准 
确 率 。 

Google 中 使 用 符号 “十 ”来 表示 逻辑 “与 操作 ,事实 上 ,无 须 用 明文 的 "十 ”, 只 要 使 用 空 
格 就 默认 为 关键 词 之 间 的 逻辑 “与 运算 。 例 如 : 要 查找 “胰岛 素 治疗 糖尿 病 ”, 只 需 在 搜索 
引擎 的 检索 框 内 输入 “胰岛 素 糖尿 病 ”, 其 作用 与 “胰岛素 十 糖尿 病 ” 完 全 相同 ,查询 效率 和 
准确 率 相 比 胰岛素” 或 糖尿病 "有 明显 提高 。 


2. 逻辑 或 


该 运算 符 用 符号 “or” 表 示 , 相 应 的 逻辑 表达 式 为 *A or B”, 在 检索 记录 中 凡 含有 检索 词 
A 或 检索 词 B 或 同时 含有 检索 词 A 和 B 的 , 均 为 命中 网 页 。 应 用 该 运算 符 可 以 扩大 检索 范 
围 ,提高 查 全 率 。 

Google 用 大 写 的 “OR” 或 者 符号 ”| "表示 逻辑 “或 ?操作 。 例 如 查找 有 关 计 算 机 辅助 设 
计 方 面 的 文献 ,用 英文 检索 时 若 只 输入 这 个 词组 的 缩写 ”CAD? 或 全 称 *Computer Aided 
Design” 就 会 造成 漏 检 , 必须 输入 检索 式 “CAD OR Computer Aided Design” 才 能 保证 查 
全 率 。 
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3. 逻辑 非 

该 运算 符 用 符号 “not” 或 “一 ”表示 ,相应 的 逻辑 表达 式 为 “A not B” 或 “A 一 B”, 在 检索 
记录 中 含有 检索 词 A 但 不 包含 检索 词 B 的 文献 , 才 算 命中 文献 。 使 用 该 运算 符 可 以 缩小 检 
索 范 围 , 提 高 查找 准确 率 。 

Google 用 减 号 “一 ”表示 逻辑 * 非 ?操作 。 如 查找 “动物 的 乙肝 病毒 ( 非 人 类 )” 的 检索 式 
为 “乙肝 病毒 一 人 类 ”。 
在 一 个 检索 式 中 ,可 以 同时 使 用 多 个 逻辑 运算 符 , 构 成 一 个 复合 逻辑 检索 式 。 运 算 优先 
级 从 高 至 低 依次 是 not、and、or, 可 使 用 括号 改变 运算 次 序 。 

例如 : (A or B)and C 先 运算 (A or B) ,再 运算 and C。Google 中 插 号 *() ”是 分 组 符 
号 ,用 来 避免 多 个 逻辑 操作 连用 产生 的 混乱 。 

除去 上 述 的 逻辑 运算 ,Google 还 支持 其 他 的 搜索 命令 。 


4. 其 他 搜索 命令 


1) 把 搜索 范围 限定 在 网 页 标题 中 一 一 intitle 

网 页 的 标题 通常 是 对 网 页 内 容 的 归纳 和 总 结 。 把 查询 内 容 范 围 限 定 在 网 页 标题 中 , 方 
便 在 浩如烟海 的 大 量 网 页 中 获得 更 精确 的 效果 。 例 如 “intitle: AlphaGo” 表 示 搜 索 标题 中 包 
含 AlphaGo 的 内 容 。 

2) 把 搜索 范围 限定 在 特定 站 点 中 一 一 site 

在 查询 关键 字 后 面 加 上 ”site: 站 点 域名 ”就 可 以 把 搜索 范围 限定 在 这 个 站 点 中 ,提高 检 
索 效率 。 例 如 “AlphaGo site: sina. com. cn” 表 示 搜 索 网 站 sina. com. cn 上 包含 关键 字 
AlphaGo 的 内 容 。 

3) 限定 文档 类 型 一 一 filetype 

Google 支持 对 一 些 类 型 文档 全 文 搜索 ,在 搜索 的 关键 词 后 面 加 一 个 “filetype: 文 档 类 型 
限定 ”就 可 以 将 搜索 范围 限定 在 特定 类 型 的 文档 中 。 例 如 ,如 果 需 要 查找 flash 类 型 的 文 
件 , 只 需 在 检索 框 内 输入 “关键 词 filetype: swf”。“filetype: “后 可 以 跟 以 下 文件 格式 : 
DOC、XLS、PPT、PDF、RTF 和 ALL 等 。 其 中 ,ALL 包含 所 有 文件 类 型 。 

4) 同义词 搜索 一 一 一 

搜索 字 词 前 加 上 一 个 代 字 符 “ 一 ?可 以 实现 对 该 检索 词 的 同义词 检索 。 

5) 完整 匹配 一 一 "" 

Google 支持 引号 ("") 查 找 完全 匹配 的 内 容 。 如 果 需 要 包含 某 个 完整 词组 的 结果 ,那么 
需要 用 引号 将 搜索 字 词 括 住 。 例 如 :““Computer Aided Design’” 表 示 将 Computer Aided 
Design 看 作 专 有 名 词 。Google 的 关键 字 可 以 是 单词 (中 间 没 有 空格 ) ,也 可 以 是 短语 (中 间 
有 空格 ) 。 但 是 ,用 短语 作为 关键 字 ,必须 加 英文 引号 ,否则 空格 会 被 当 作 “ 与 ”操作 符 。 

以 上 仅 介 绍 了 Google 常用 的 搜索 命令 。 随 着 用 户 对 智能 搜索 需求 的 提高 ,Google 逐 
步 支持 越 来 越 多 功能 强大 的 搜索 命令 。 其 他 的 搜索 引擎 ,例如 Baidu 等 ,其 支持 的 逻辑 表达 
式 和 搜索 命令 与 Google 类 似 ,这 里 不 多 加 玖 述 。 
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1.7.2 应 用 技巧 


编写 布尔 逻辑 检索 式 应 注意 以 下 技巧 。 

(1) 把 出 现 频 率 低 的 检索 词 放 在 逻辑 “与 "(and) 的 左边 ,可 缩短 计算 机 处 理 时 间 。 例 如 
检索 有 关 “ 计 算 机 在 机 器 人 应 用 方面 ”的 文献 ,检索 式 应 为 “机 器 人 and 计算 机 ”。 

(2) 把 出 现 频率 高 的 检索 词 放 在 逻辑 或”(or) 的 左边 ,有 利于 提高 检索 速度 。 例 如 检 
索 有 关 “ 计 算 机 或 者 有 关机 器 人 ”的 文献 ,构造 检索 式 为 “计算 机 or 机 器 人 。” 

(3) 在 同时 使 用 逻辑 “与 ”和 逮 辑 "或 "检索 时 ,应 把 “或 ?运算 放 在 “与 ?运算 的 左边 。 

使 用 布尔 逻辑 运算 符 可 以 将 能 表达 题目 概念 的 检索 词 按 照 查 全 率 和 查 准 率 的 要 求 连接 
起 来 ,形成 检索 式 。 在 实际 应 用 中 ,还 可 以 通过 邻近 检索 技术 和 截 词 检 索 技 术 的 辅助 , 进 一 
步 提 高 查找 效率 。 基 于 布尔 人 逻辑 的 信息 检索 技术 是 命题 逻辑 知识 的 典型 应 用 之 一 ,也 是 进 
行 信息 检索 中 经 常用 到 的 技术 。 读 者 可 以 运用 本 章 的 知识 ,在 学 习 过 程 中 自己 进行 尝试 和 
比较 。 


习题 


1. 下 面 哪些 是 命题 ? 

(1) 2 是 整数 吗 ? 

(2) 研究 逻辑 。 

(3) zx’ 二 zx 二 1=0。 

(4) 一 月 份 将 会 下 雪 。 

(5) 如 果 股 市 下 跌 ,我 将 会 赔钱 。 

2. 给 出 下 列 命题 的 否定 命题 。 

(1) 大 连 的 每 条 街道 都 临海 。 

(2) 2 是 一 个 偶数 和 8 是 一 个 奇数 。 

(3) 2 是 偶数 或 一 3 是 负数 。 

3. 给 定 命题 P>Q, 则 把 QP,-P> 了 Q, 了 "了 Q> 了 P 分别 叫 作 命 题 P 一 Q 的 道 命题 、 
反 命 题 和 逆反 命题 。 

给 出 下 列 命题 的 逆 命 题 ` 反 命题 和 逆反 命题 。 

(1) 如 果 天 不 下 雨 , 我 将 去 公园 。 

(2) 仅 当 你 去 我 才 逗 留 。 

(3) 如 果 是 大 于 2 的 正 整数 ,那么 方程 x" 十 y" 二 >" 无 整数 解 。 

(4) 如 果 我 不 获得 更 多 的 帮助 ,那么 我 不 能 完成 这 项 任务 。 

4. 给 已 和 Q 指派 真 值 T, 给 R 和 S 指派 真 值 F, 求 出 下 列 命题 的 真 值 。 

(1) -7 (PAQV -RV((QV ~-P)>(RV -5)) 

(2) QA (P>Q)—>P 

(3) (PV (Q>(RA -7P)) (QV -5) 

(4) (P>R)A(-~P—>S) 
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5. 构成 下 列 公 式 的 真 值 表 。 

(1) P>(QVR) 

CaN =0=P 

(3 (PVQTQNP) PN TR 

(4) ((~P>PA -~Q>R)>R)NAQV -R 

6. 符号 化 以 下 命题 。 

(1) 他 既 聪 明 又 用 功 。 

(2) 除非 天 气 好 ,我 才 骑 自行 车 上 班 。 

(3) 老 李 或 者 小 李 是 球迷 。 

(4) 只 有 休息 好 ,才能 身体 好 。 

7. 使 用 真 值 表 证 明 如 果 PQ 为 ,那么 PQ 和 QP 都 为 ,反之 亦 然 。 
8. 设 “* ”是 具有 两 个 运算 对 象 的 逻辑 运算 符 , 如 果 (x x y)*xz 和 xz*(y*xz) 人 逻辑 等 


价 ,那么 运算 符 * 是 可 结合 的 。 


(1) 确定 逻辑 运算 符 " 人” “V” “一 ”>” 哪 些 可 是 可 结合 的 ? 

(2) 用 真 值 表 证 明 你 的 判断 。 

9. 令 己 表示 命题 “苹果 是 甜 的 ",Q 表示 命题 “苹果 是 红 的 ”,R 表示 命题 “我 买 苹 果 ”。 
试 将 下 列 命题 符号 化 。 

(1) 如 果 苹 果 甜 而 红 ,那么 我 买 苹果 。 

(2) 苹果 不 甜 。 

(3) 我 没 买 苹果 ,因为 苹果 不 红 也 不 甜 。 

10. 指出 下 列 命题 公式 哪些 是 重 言 式 、 永 假 式 或 可 满足 式 。 

dA PY TE 

(2) PA-P 

(3) P=>-(-P) 

(4) -2 (PAQ = (m7PV-Q) 

Cy PV CPA 

(6) (P>Q) 2» (TQ>-P) 

(7) ((P>Q A (Q=>P)) > (POEQ) 

(8) PA(QVR)>(PAQVPAR) 

(9) PA-P>Q 

(10) ((P>QV (R>S5))>((PVR)>(QV S)) 

11. 写 出 与 下 面 给 出 的 公式 等 价 并 且 仅 含 联结 词 和 及 一 的 最 简 公 式 。 
(1) -7 (Pe (Q>(RVP))) 

(2) ((PVQ AR)>(PVR) 

vay PYOVY mR 

(4) PV ("QAR™>P) 

(5) P>(Q>R) 

12. 写 出 与 下 面 给 出 的 公式 等 价 并 且 仅 含 联结 词 V 及 一 的 最 简 公 式 。 
cl) PAA FP 
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(2) 
(3) 
13. 
(1) 
(2) 
(3) 
14. 
C1 
(2) 
(3) 
(4) 
15. 
[gD 
(2) 
Ca 
(4) 
(5) 
(6) 
16. 
(1) 
(2) 
ys 
市 
(2) 
(3) 
(4) 
18. 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
19, 


20. 
证 明 )。 
(1) 


(2) 


MY ON AR 

-EN -A(R>P) 

使 用 常用 恒等式 证 明 下 述 各 式 ,并 给 出 下 述 各 式 的 对 偶 式 。 
二 PVRQ)V 二 (二 PVA 

(PV nmQACPVQACnPV nmQ) en CnPVQ) 
QVnmCnmPVQ)AQ) eT 

试 证 明 下 述 公 式 是 永 真 式 。 

(PA(P>Q)) >Q 

-P>(P>Q) 

((P>Q) NM (Q™>R))>(P>R) 

(P 一 (Q-~R)) 一 ((P~~Q) 一 (P-~R)) 

不 构造 真 值 表 证 明 下 列 蕴涵 式 。 

PAQ=P=>Q 

P>(Q™>R) =>(P>Q)>(P—>R) 

P>Q=>P>PAN\Q 

(P>Q>Q=>PVQ 

(PV -PP>Q>(PV ~-P>R) >Q>R 
(Q>PA-P)>(R>PA-P) 一 R--Q 

求 出 下 列 各 式 的 代入 实例 。 

(((P>Q) 一 P) 一 P), 用 PQ 代 P, 用 ((P>Q) 习 R) 代 QQ。 
((P 一 Q) 一 (QP)), 用 Q 代 P, 用 -P 代 Q。 

求 下 列 各 式 的 主 合 取 范式 和 合 取 范式 。 

(2-PV -QQ>(PA-Q) 

(PAQMV(-PAQV (PA-Q) 
(P>(QAR))A(-P—>(-"QAN -1R)) 
(PA-7QASIV(-PAQAR) 

试 采用 将 公式 化 为 主 范式 的 方法 ,证 明 下 列 各 等 价 式 。 
(7PVQO A P>R) ep 一 (QAR) 
(PAQ)ACP~~nmQ) emPA-QIACPVQ) 
(P>Q>(PAQ) emP-~Q)ACPV -7Q) 
PV(P>(PVQ) ©-PV -QV (PAQ) 

试用 真 值 表 法 证 明 AAE 不 是 AeB,Be(CAD),Ce(AVE) 和 AVE 的 有 效 


Hi,H; 和 万 :是 前 提 。 在 下 列 情况 下 , 试 确定 结论 C 是 否 有 效 (可 以 使 用 真 值 表 法 


Hi: P=Q 

C: P=>(PNQ) 
Hi: "PVQ 
H;:: "(QA TR) 
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Be 
全 让 
(3) Hi:P>(Q>R) 
H::PAQ 
CO Ce 
(4) Hi: P+Q 
H,: Q>R 
C: P=>R 
21. 不 构成 真 值 表 证 明 下 列 命题 公式 不 能 同时 全 是 真 的 。 
(1) P >Q, Q>R, -RVS, -PS, 7S 
(2) RVM, -PVS, ~-M, -5S 
22. 足 坛 4 支 劲旅 举行 友谊 比赛 。 已 知情 况 如 下 ,请问 结论 是 否 成 立 ? 
(1) 车 中 国 队 获得 冠军 , 则 巴西 队 或 德国 队 获得 亚军 。 
(2) 若 德国 队 获 得 亚军 , 则 中 国 队 不 能 获得 冠军 。 
(3) 若 英格兰 队 获得 亚军 , 则 巴西 队 不 能 获得 亚军 。 
(4) 最 后 中 国 队 获 得 冠军 。 
结论 : 英格兰 队 未 能 获得 亚军 。 
23, 证 明 下 列 论证 的 有 效 性 (如 果 需 要 ,就 使 用 规则 CP) 。 
(1) -2(PA-®, -QVR, -R=-P 
(2) (PAQ >R, -RVS, -S$S=-PV-Q 
(3) -PVQ, -QVR, R>S=P>5S 
(4) P>Q =>P—>(PAQ) 
24. 证 明 下 列 各 式 的 有 效 性 (如 果 需 要 ,就 使 用 间接 证 明 法 )。 
(1) R>-7Q, RVS, S>-Q, P>Q=>-P 
(2) S>-Q; RVS; -R, PoQ=-P 
(3) -7(P>Q) >- (RVS), ((Q>P) V -1R), R=>PoQ 
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谓词 逻辑 


命题 逻辑 对 于 反映 在 自然 语言 中 的 逻辑 思维 进行 了 精确 的 形式 化 描述 ,能 够 对 一 些 比 
较 复杂 的 多 辑 推理 ,用 形式 化 方法 进行 分 析 。 在 命题 逻辑 中 ,把 命题 分 解 到 原子 命题 为 止 ， 
认为 原子 命题 是 不 能 再 分 解 的 ,仅仅 研究 以 原子 命题 为 基本 单位 的 复合 命题 之 间 的 逻辑 关 
系 和 推理 。 但 这 对 科学 中 的 演绎 推理 和 数学 中 的 推理 是 不 够 的 ,有 些 推理 用 命题 迎 辑 难以 
确切 地 表示 出 来 。 

例如 ,数学 中 常用 的 判断 “x 二 3,z 十 y 二 x” 等 就 无 法 用 命题 的 形式 表达 出 来 ,因为 这 两 
个 数学 判断 中 都 含有 变量 。 一 般 而 言 ,不 能 判断 zx 之 3 是 真 还 是 假 。 只 有 把 变量 z 代 之 以 
具体 的 值 时 ,才能 判断 其 真 假 , 如 以 5 代替 工 的 值 时 ,这 是 一 个 真 命题 ; 而 当 xz 取 值 为 2 时 ， 
就 成 了 一 个 假 命题 。 因 此 ,对 于 含有 变量 的 数学 判断 通常 不 能 用 命题 来 描述 。 在 自然 语言 
以 及 某 些 数学 推理 中 也 不 能 仅 用 命题 逻辑 加 以 描述 和 研究 。 

又 如 著名 的 亚 里 士 多 德 三 段 论 中 苏 格 拉 底 推理 : 

所 有 的 人 都 是 要 死 的 ; 因为 苏 格 拉 底 是 人 ; 所 以 , 苏 格 拉 底 是 要 死 的 。 

根据 常识 ,认为 这 个 推理 是 正确 的 。 但 是 , 若 用 命题 逻辑 来 表示 , 设 P,Q,R 分 别 表示 这 3 
个 原子 命题 , 则 有 : (PAQ) 一 R。 然 而 ,这 个 式 子 却 不 是 永 真 式 , 故 上 述 推理 形式 又 是 错误 的 。 

产生 这 些 问 题 的 根本 原因 在 于 命题 逻辑 仅 对 复合 命题 进行 研究 分 析 , 原 子 命题 作为 基 
本 单位 不 允许 再 被 分 解 。 因 此 命题 逻辑 就 不 能 表达 任何 两 个 原子 命题 内 部 所 具有 的 共同 特 
点 ,也 不 能 表达 两 者 间 的 差异 , 即 在 命题 逻辑 中 是 无 法 对 原子 命题 内 部 更 细微 的 构造 进行 分 
析 研 究 的 。 然 而 ,在 某 些 推理 中 ,有 必要 进一步 分 析 命题 与 命题 之 间 的 逻辑 关系 ,更 加 深入 
地 分 析 命 题 的 内 部 构造 。 为 此 ,就 需要 在 原子 命题 中 引入 谓词 的 概念 ,构造 新 的 模型 一 一 谓 
词 逻辑 。 


Ci 基本 概念 和 表示 


在 命题 逻辑 中 ,命题 是 具有 真 假意 义 的 陈述 句 。 从 语法 上 分 析 ,一 个 陈述 句 由 主语 和 谓 
语 两 部 分 组 成 。 在 谓词 逻辑 中 ,为 揭示 命题 内 部 结构 及 不 同 命题 的 内 部 结构 关系 ,就 需要 按 
照 这 两 部 分 对 命题 进行 分 析 ,并 且 把 主语 称 为 个 体 或 者 客体 ,把 谓语 称 为 谓词 。 


2.1.1 个 体 、 谓 词 和 谓词 形式 
定义 2.1 在 原子 命题 中 ,把 所 描述 的 对 象 称 为 个 体 ; 把 用 以 描述 个 体 的 性 质 或 个 体 间 
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关系 的 部 分 , 称 为 谓词 。 

个 体 ,是 指 可 以 独立 存在 的 事物 。 它 可 以 是 抽象 的 概念 ,也 可 以 是 一 个 具体 的 实体 。 如 
计算 机 、 自 然 数 ,智能 和 情操 等 。 表 示 特 定 的 个 体 , 称 为 个 体 常 元 ,以 a,6,c,… 或 带 下 标的 
aisbisCi，,"… 表 示 。 

任何 个 体 的 变化 都 有 一 个 范围 ,这 个 变化 范围 称 为 个 体 域 (或 论 域 )。 个 体 域 可 以 是 有 
限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 所 有 个 体 域 的 总 和 叫 作 全 总 个 体 域 。 以 某 个 个 体 域 为 变化 范围 的 
变 元 叫 个 体 变 元 ,以 zyy,z,… 或 者 x ,yi ,x;，,… 表 示 。 

谓词 , 当 与 一 个 个 体 相 联系 时 ,刻画 了 个 体 的 性 质 ; 当 与 两 个 或 多 个 个 体 相 联系 时 , 刻 
画 了 个 体 之 间 的 关系 ,通常 都 用 大 写 英 文字 母 , 如 P,Q,R,… 来 表示 。 

例如 有 以 下 两 个 命题 : 

李 雷 是 大 学 生 ; 

张 亮 是 大 学 生 。 

其 中 “… 是 大 学 生 " 是 谓词 ,“ 李 雷 ”“ 张 亮 "是 个 体 。 谓 词 在 这 里 是 用 来 刻画 个 体 的 性 质 
的 。 如 用 S(x) 表 示 “x 是 大 学 生 ”,a 表示 李 雷 ,2 表示 张 亮 , 则 上 述 两 个 命题 可 以 表示 成 
S(a),S(b), 

又 如 命题 : 

武汉 位 于 北京 和 广州 之 间 。 

其 中 *… 位 于 … 和 … 之 间 ” 是 谓词 ,是 用 来 刻画 多 个 个 体 之 间 的 关系 的 。 如 果 用 L(x， 
y，z) 表 示 “z 位 于 > 和 < 之 间 ”,a 表示 武汉 ,b 表示 北京 ,c 表示 广州 , 则 上 述 命题 可 表示 成 
L(a, b,c)。 以 后 简称 SCz) ,L(x， yy) 等 谓词 和 个 体 的 联合 体 为 谓词 。 

定义 2.2 ”一 个 原子 命题 用 一 个 谓词 (如 P) 和 个 有 次 序 的 个 体 常 元 (如 a1,as,…， 
on) 表示 成 P(w ,as，… ,a,), 称 它 为 该 原子 命题 的 谓词 形式 或 命题 的 谓词 形式 。 

应 注意 ; 命题 的 谓词 形式 中 个 体 的 出 现 顺 序 影 响 命题 的 真 值 ,不 能 随意 变动 ,否则 真 值 
会 变化 ,如 上 面 所 举 的 例子 中 LL(5,a,c) 为 假 。 

在 谓词 中 包含 的 个 体 数目 称 为 谓词 的 元 数 。 与 一 个 个 体 变 元 相 联系 的 谓词 叫 一 元 谓 
词 ,与 多 个 个 体 变 元 相 联系 的 谓词 叫 多 元 谓词 。 例 如 S(z) 是 一 元 谓词 ,L(z,y) 是 二 元 
谓词 。 

一 个 区 元 谓词 常 可 以 表示 成 PCziz,…'z) ,一般 讲 它 是 一 个 以 变 元 的 个 体 域 为 定义 
域 ,以 {T, F) 为 值 域 的 nn 元 泛 函 。 常 称 PCzi ,zs，… ,x,) 为 nn 元 谓词 变 元 命名 式 。 它 还 不 是 
一 个 命题 , 仅 告诉 我 们 该 谓词 变 元 是 元 的 以 及 个 体 变 元 之 间 的 顺序 如 何 。 只 有 将 其 中 的 
谓词 赋予 确定 的 含意 ,给 每 个 个 体 变 元 都 代 之 以 确定 的 个 体 后 ,该 谓词 才 变 成 一 个 确定 的 命 
题 ,有 确定 的 真 值 。 

例如 ,有 一 个 谓词 变 元 命名 式 S(x,y,z) , 它 还 不 是 一 个 命题 ,当然 也 就 无 真 值 可 言 。 如 
果 令 S(z,y,z) 表 示 “z 在 y 和 xz 之 间 ”, 则 它 是 谓词 常量 命名 式 , 但 仍然 不 是 命题 ,无 真 值 可 
言 。 若 进一步 代入 确定 的 个 体 表示 z,y,z 如 “武汉 在 北京 和 广州 之 间 ”, 则 是 一 个 真 命题 ; 而 
“广州 在 北京 和 武汉 之 间 ” 则 是 一 个 假 命题 。 以 上 两 个 具体 的 命题 称 为 S(x,y,z) 的 代 换 实例 。 

在 一 阶 谓词 逻辑 中 ,个 体 域 的 确定 可 以 和 谓词 在 语义 上 没有 任何 联系 。 如 有 谓词 
S(z),z 是 大 学 生 。X 的 个 体 域 可 以 是 {小 明 , 桌 子 , 计 算 机 ,理想 }。 在 自然 语言 中 这 是 不 
允许 的 。 
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2.1.2 量词 


使 用 元 谓词 和 它 的 论 域 的 概念 ,有 时 候 还 是 不 能 够 很 好 地 符号 化 表达 某 些 命题 。 如 
果 用 S(z) 表 示 工 是 大 学 生 , 而 z 的 个 体 域 为 某 公 司 员工 ,那么 SCz) 可 以 表示 某 公司 员工 都 
是 大 学 生 ,也 可 以 表示 某 公 司 有 一 部 分 员工 是 大 学 生 。 为 了 避免 理解 上 的 歧义 ,还 需要 引入 
用 来 刻画 “所 有 的 ”“ 存 在 一 部 分 "等 表示 不 同 数量 的 词 , 即 量词 。 

首先 给 出 量词 的 定义 。 

定义 2.3 全 称 量词 ,存在 量词 ,存在 唯一 量词 。 

(1) 符号 Y 称 为 全 称 量词 符 , 用 来 表达 “对 所 有 的 “任意 的 “每 一 个 ”等 词语 。 
“(VY zx)P(z)” 表 示 命 题 “ 对 于 个 体 域 中 所 有 个 体 xz, 谓词 P(z) 均 为 T”。 其 中 (Vx) 称 为 全 
称 量词 , 读 作 “ 对 于 所 有 的 xz”。 谓 词 P(z) 称 为 全 称 量词 (Vz) 的 辖 域 或 作用 范围 。 

(2) 符号 环 为 存在 量词 符 , 用 来 表达 “存在 一 些 ”“ 对 于 一 些 ”“ 至 少 有 一 个 ”等 词语 。 
“(47)Q(z) "表示 命题 “在 个 体 域 中 存在 某 些 个 体 使 谓词 Q(z) 为 T”。 其 中 (4) 称 为 存在 量 
词 , 读 作 * 存 在 xz”"。 谓 词 Q(x) 称 为 存在 量词 (41) 的 辖 域 或 存在 范围 。 

(3) 符号 3! 称 为 存在 唯一 量词 符 ,用 来 表达 "惟有 一 个 "“ 存 在 唯一 ”等 词语 。 
“(3lz)RCz) 表示 命题 “在 个 体 域 中 恰好 有 一 个 个 体 使 谓词 R(z) 为 T”。 其 中 (站 zx) 称 为 存 
在 量词 , 读 作 * 恰 有 一 个 zx”。 谓 词 RCz) 称 为 存在 量词 (31z) 的 辖 域 或 存在 范围 。 

全 称 量词 ,存在 量词 和 存在 唯一 量词 统称 量词 。 量 词 是 由 逻辑 学 家 Fray 引入 的 ,有 了 
量词 之 后 ,用 逻辑 符号 表示 命题 的 能 力 大 大 增强 。 

例 2.1 使 用 量词 .谓词 表示 下 列 命题 。 

(1) 每 个 自然 数 都 是 实数 。 

(2) 一 些 大 学 生 想 继续 攻读 研究 生 。 

(3) 所 有 大 学 生 都 热爱 祖国 。 

解 : 令 SCz): 工 是 自然 数 ; RCz): zx 是 实数 ; G(x): x 是 大 学 生 ; 1(z): xz 想 继续 攻读 
研究 生 ; L(xz): zx 热爱 祖国 。 则 各 命题 分 别 表示 为 : 

(1) (Yz)(SCz) 一 RCz)); 

(2) (3zr)(GCz) ATCz)); 

《GCC 

谓词 前 加 上 量词 , 称 为 谓词 的 量化 。 当 一 个 一 元 谓词 常量 命名 式 的 个 体 域 确定 之 后 ,经 
过 量化 ,将 被 转化 为 一 个 命题 ,可 以 确定 其 真 值 。 将 谓词 转化 为 命题 的 方法 有 两 种 : 将 谓 
词 中 的 个 体 变 元 全 部 换 成 确定 的 个 体 ; @ 使 谓词 量化 。 

注意 : 

(1) 量词 本 身 不 是 一 个 独立 的 逻辑 概念 ,可 以 用 八 ,V 联结 词 代 替 。 设 个 体 域 是 S: 

S 一 {alyaz，… a,)} 

由 量词 的 定义 不 难看 出 ,对 任意 谓词 A&(z) 有 : 

(Vr)A(z) ea(a) 人 AGa) 人 … A Ala,) 
(Hzr)ACz) A(a) V Al(as) V mV Ala,) 
上 述 关 系 可 以 推广 至 mr 十 cc 的 情形 。 
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(2) 由 量词 所 确定 的 命题 的 真 值 与 个 体 域 有 关 。 如 用 QCz) 表 示 工 是 有 理 数 ,命题 
(3)Q(z) 的 真 值 , 当 个 体 域 是 有 理 数 或 整数 时 为 ; 当 个 体 域 是 无 理 数 时 为 下 。 

有 时 为 了 方便 起 见 ,个 体 域 一 律 用 全 总 个 体 域 ,每 个 个 体 变 元 的 真正 变化 范围 则 用 一 个 
特性 谓词 来 刻画 。 但 需 注意 : 对 于 全 称 量词 应 使 用 单条 件 逻 辑 联结 词 ; 对 于 存在 量词 应 使 
用 逻辑 联结 词 合 取 。 例 如 用 RR(z) 表 示 工 是 实数 ,P(x) 表 示 工 是 复数 ,Q(X) 表 示 工 是 有 理 
数 , 则 可 有 下 述 永 真 命题 成 立 : 

(Vz)(RCz) 一 P(z)); 

(3zr)CRCz)APCzr)); 

(DREINQEDs 

对 于 二 元 谓词 P(x，y), 可 能 有 以 下 几 种 量化 的 可 能 。 

(Yz)(YVy)PCzy),(Yz)(3)PCzyy); 

(3z)(CYy)P(z,y),( 了 z)(3)PCzyy); 

(Vy)(Vz)PCzy),(3)(CVz)PCzyy); 

(VY RP,y) ,Hy) P(r,y), 

其 中 ,(3)(Vy)P(z,y) 代 表 (3)((Vy)P(zx,y))。 

(3) 一 般 来 讲 ,量词 的 先后 次 序 不 可 随意 交换 。 

例如 : x 和 y 的 个 体 域 都 是 所 有 鞋子 的 集合 ,P(z,y) 表 示 一 只 鞋子 工 可 与 另 一 只 鞋子 
y 配对 , 则 

(47)(Vy) P(r,y) 
表示 “存在 一 只 鞋 , 它 可 以 与 任何 一 只 鞋 y 配对 ”, 这 显然 是 不 可 能 的 ,是 个 假 命题 。 
而 
(VY (4)P(z,y) 
表示 “对 任何 一 只 鞋 y, 总 存在 一 些 鞋 zx 可 与 它 配 对 ”, 这 是 真 命题 。 
可 见 : (了 z)(Vy)P(Cz,y) 关 (YVy)(zr)PCr,y)。 


2.1.3 合式 谓词 公式 


若 忆 为 不 能 再 分 解 的 ?元 谓词 变 元 ,zi ,zs，… ,x, 是 个 体 变 元 , 则 称 PCzi ,zs ，…,zn) 为 
原子 公式 或 原子 谓词 公式 。 当 nm 二 0 时 ,P 表示 命题 变 元 即 原子 命题 公式 。 所 以 ,命题 逻辑 
实际 上 是 谓词 逻辑 的 特例 。 

由 原子 谓词 公式 出 发 ,通过 命题 联结 词 , 可 以 组 合成 复合 谓词 公式 , 叫 分 子 谓词 公式 。 
下 面 给 出 谓词 逻辑 的 合式 公式 (简称 公式 ) 的 递归 定义 。 

定义 2.4 ”谓词 逻辑 的 合式 公 

(1) 原子 谓词 公式 是 合式 公式 ; 

(2) 若 A 是 合式 公式 , 则 一 A 也 是 合式 公式 ; 

(3) 若 A 和 B 都 是 合式 公式 , 则 AAB,AV B.A 一 B,A*B 也 都 是 合式 公式 ; 

(4) 如 果 A 是 合式 公式 ,z 是 任意 变 元 , 且 A 中 无 C(Yz) 或 ( 玉 ) 出 现 , 则 (YVz)A(Cz) 和 (3 
2z)A(Cz) 都 是 合式 公 

(5) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 规则 (1) 一 (4) 由 逻辑 联结 词 、 圆 括号 构成 的 有 意义 的 字符 串 
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是 合式 公式 。 
以 下 字符 串 均 是 谓词 逻辑 中 合式 公式 的 例子 ， 
A(z); BCz); (Vz)A(z); (4)B(7); nm ACz); (vz)ACz)A (He)B(r) 一 (3 了)B(z)。 
下 面 的 字符 串 不 是 谓词 逻辑 中 合法 的 合式 公式 。 
(A(z)A (47)B(zx) (括号 不 配对 ) 
(Cvz)A(Cz) 一 (了 r)B(z)A” (其 中 逻辑 联结 词 ” 缺少 运算 ) 


2.1.4 自由 变 元 和 约束 变 元 


定义 2.5 给 定 一 个 谓词 公式 A, 其 中 有 一 部 分 公式 形 如 (Vz)B(z) 或 (7)B(z), 则 称 
它 为 A 的 z 约束 部 分 , 称 B(z) 为 相应 量词 的 作用 域 或 者 辖 域 。 在 辖 域 中 ,z 的 所 有 出 现 为 
约束 出现,z 称 为 约束 变 元 ; B 中 不 是 约束 出 现 的 其 他 变 元 的 出 现 称 为 自由 出 现 ,这 些 个 体 
变 元 称 为 自由 变 元 。 

对 于 给 定 的 谓词 公式 ,能够 准确 地 判断 它 的 辖 域 、 约 束 变 元 和 自由 变 元 是 很 重要 的 。 

通常 ,一 个 量词 的 辖 域 是 某 公 式 A 的 一 部 分 , 称 为 A 的 子 公 式 。 因 此 ,确定 一 个 量词 的 
辖 域 即 是 找 出 位 于 该 量词 之 后 的 相 邻 接 的 子 公 式 ,具体 来 说 : 

(1) 若 量词 后 有 括号 , 则 括号 内 的 子 公 式 就 是 该 量词 的 辖 域 ; 

(2) 若 量词 后 无 括号 , 则 与 该 量词 邻接 的 子 公式 为 该 量词 的 辖 域 。 

判断 给 定 公式 A 中 的 个 体 变 元 是 约束 变 元 还 是 自由 变 元 ,关键 是 要 看 它 在 A 中 是 约束 
出 现 还 是 自由 出 现 。 

例 2.2 指出 下 列 合 式 公式 中 的 量词 辖 域 , 个 体 变 元 的 约束 出 现 和 自由 出 现 。 

(1) (Yz)CPCz) 一 (3)QCzy)) 

(2) (4) H(z) AL(z,y) 

(3) (Vr)(Vy) (P(xz,y)V QC(y,z)) MN (4)R(z,y) 

解 : (1) (Yz) 的 辖 域 是 (PCz) 一 (3y)QCzyy)),(y) 的 辖 域 是 QCz,y)。 对 于 (3y) 辖 域 
而 言 ,y 为 约束 出 现 ,z 为 自由 出 现 。 对 于 (Vz) 辖 域 而 言 ,x 和 y 均 为 约束 出 现 。 

(2) (4) 的 辖 域 是 H(z) ,zx 为 约束 出 现 ,LCz,y) 中 的 zx 和 > 都 为 自由 出 现 。 

(3) 在 (V2) (Vy) (P(xz,y)VQGy,z)) 中 ,CYz) 和 (Vy) 的 辖 域 分 别 为 (Vy) (P(x,y)VQ 
(ysz)) 和 (P(xz,y)V Q(y,z)), 显 然 z 和 y 为 约束 出 现 ,z 为 自由 出 现 。(37) 的 辖 域 为 
R(z,y) ,x 为 约束 出 现 而 y 为 自由 出 现 。 在 整个 式 子 中 ,y 既是 约束 出 现 又 是 自由 出 现 。 

一 个 谓词 P(z) 的 量化 ,就 是 从 变 元 zx 的 整个 个 体 域 着 眼 ,对 性 质 P(z) 所 作 的 一 个 全 
称 判 断 或 特 称 判 断 。 其 结果 是 将 谓词 变 成 一 个 命题 。 所 以 ,(vz) 和 (4) 可 以 看 成 是 一 个 消 
元 运算 。 对 于 多 元 谓词 来 说 , 仅 使 其 中 一 个 变 元 量化 仍 不 能 将 谓词 变 成 命题 。 若 nn 元 谓词 
P(Czz,…zn) 经 量化 后 仍 有 个 自由 变 元 , 则 降 为 一 个 & 元 谓词 QCy yw) 
(k 二 n)。 只 有 经 过 n 次 量化 使 其 中 的 所 有 变 元 都 成 为 约 东 变 元 时 ,n 元 谓词 才 成 为 一 个 
命题 。 

所 以 ,一 般 情况 下 给 定 一 个 谓词 公式 A(z) , 仅 表明 在 该 公式 中 只 有 一 个 自由 变 元 x, 但 
并 不 限制 在 该 公式 中 还 存在 若干 约束 变 元 。 例 如 ,以 下 各 公式 都 可 以 写成 A(z)。 

(1) (Vy) (P(xz) ML(z,y)); 

(2) (VCPCz)VQCD); 


代 换 
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(3) (3)S(y)>S(7); 
(4) (VY) P(xz,y) V Q(z), 

在 上 述 公 式 中 ,作为 公式 A(z) 来 说 ,它们 对 于 y 的 关系 是 不 一 样 的 ,如 在 式 (1) 中 以 y 
> 会 出 现 新 的 约束 变 元 ; 而 在 式 (3) 中 以 > 代 换 工 , 则 不 会 出 现 新 的 约束 变 元 。 

如 果 用 > 代替 公式 A(z) 中 的 工 , 不 会 产生 变 元 的 新 的 约束 出 现 , 则 称 A(Cz) 对 于 > 是 自 


由 的 。 


上 面 的 式 (3) 对 y 是 自由 的 , 式 (2) 对 y 亦 是 自由 的 , 式 (1) 和 式 (4) 对 > 是 不 自由 的 。 


人 .2 谓词 逻辑 的 翻译 与 解释 
sq 


2.2.1 谓词 逻辑 的 翻译 
把 一 个 文字 斤 述 的 命题 ,用 谓词 公式 表示 出 来 , 称 为 谓词 迎 辑 的 翻译 或 符号 化 。 一 般 来 


说 ,符号 化 的 步骤 如 下 。 


关系 


式 也 


(1) 正确 理解 给 定 命题 。 必 要 时 把 命题 改 叙 ,使 其 中 每 个 原子 命题 及 原子 命题 之 间 的 
能 明显 表达 出 来 。 

(2) 把 每 个 原子 命题 分 解 成 个 体 . 谓 词 和 量词 。 在 全 总 论 域 中 讨论 时 ,要 给 出 特性 谓词 。 
(3) 找 出 适当 量词 。 注 意 全 称 量 词 后 跟 条 件 式 ,存在 量词 后 跟 合 取 式 。 

(4) 用 适当 联结 词 把 给 定 命题 表示 出 来 。 

下 面 通过 例子 来 说 明 翻 译 过 程 及 需要 注意 的 问题 。 

例 2.3 试 将 命题 “任何 整数 都 是 实数 ”符号 化 。 

解 : 根据 实际 问题 的 需要 ,首先 定义 谓词 如 下 。 

ICz): 工 是 整数 。 

R(z): 并 是 实数 。 

于 是 问题 可 符号 化 为 : (Vz)(ICz) 一 RCz))。 

例 2.4 将 语句 “今天 有 雨 雪 ,有 些 人 会 摔跤 ”符号 化 。 

解 : 本 语句 可 理解 为 “ 若 今天 下 雨 又 下 雪 , 则 存在 zx,z 是 人 且 z 会 摔跤 ”。 


令 


及 : 今天 下 雨 ; 

S: 今天 下 雪 ; 

M(z): 工 是 人 ; 

F(x): 工会 摔跤 。 

则 本 语句 可 表示 为 : RAS>(4)(M(zx) AF(z))。 
注意 : 由 于 人 们 对 命题 的 文字 叙述 含义 理解 的 不 同 , 强 调 的 重点 不 同 , 命 题 符号 化 的 形 
会 不 相同 。 

例 2.5 试 将 语句 “有 一 个 大 于 10 的 偶数 ”符号 化 。 
解 : 根据 实际 问题 的 需要 ,首先 定义 谓词 如 下 。 
E(x): xz 是 偶数 。 

GCz,y): 工 大 于 y。 
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于 是 问题 可 符号 化 为 : (了 r)CE(Cz) 人 GCz,10))。 

例 2.6 将 命题 “没有 最 大 的 自然 数 ?符号 化 。 

解 : 命题 中 * 没 有 最 大 的 ?显然 是 对 所 有 的 自然 数 而 言 ,所 以 可 以 理解 为 “对 于 所 有 的 
z 如 果 工 是 自然 数 , 则 一 定 还 有 比 工 大 的 自然 数 " ,再 具体 点 , 即 “ 对 于 所 有 的 x, 如 果 工 是 自 
然 数 , 则 一 定 存在 y,y 也 是 自然 数 且 y 比 工 大 ”。 


令 


NGCz): 工 是 自然 数 ; 
G(xz,y): 工大 于 y。 
则 原 命 题 表示 为 : (Vx)(N(z)> (3)CNCy)AGCy,z)))。 


2.2.2 谓词 公式 的 解释 


在 命题 逻辑 中 我 们 讨论 过 一 个 公式 的 解释 ,一 个 命题 变 元 只 有 两 种 可 能 的 指派 , 即 下 
或 工 , 若 公式 含有 7 个 变 元 , 则 有 2" 种 解释 。 如 果 对 这 2" 种 解释 公式 A 都 取 值 为 工 , 则 说 A 
是 永 真 式 ; 若 都 取 值 为 下 则 说 公式 A 为 永 假 式 ; 若 至 少 有 一 组 解释 使 公式 A 为 真 ; 则 说 A 
是 可 满足 的 。 

在 谓词 钠 辑 中 ,因为 涉及 命题 变 元 ,谓词 变 元 还 有 个 体 变 元 和 函数 符号 ,一 个 公式 的 解 
释 就 变 得 比较 复杂 了 ,判定 一 个 谓词 公式 的 属性 也 就 远 比 命题 公式 复杂 得 多 。 为 此 引入 如 
下 的 定义 。 

定义 2.6 设 A 的 个 体 域 是 DD, 如 果 用 一 组 谓词 常量 、 命 题 常量 和 D 中 的 个 体 及 函数 
符号 (将 它们 简 记 为 DD 代 换 公式 A 中 相应 的 变 元 , 则 该 公式 A 转化 成 一 个 命题 ,可 以 确定 其 真 
值 ( 记 作 P)。 称 1 为 公式 A 在 D 中 的 解释 (或 指派 ), 称 了 为 公式 A 关于 解释 工 的 真 值 。 

给 定 一 个 谓词 公式 A, 它 的 个 体 域 是 D, 若 在 D 中 无 论 怎样 构成 A 的 解释 ,其 真 值 都 为 
工 , 则 称 公 式 A 在 D 中 是 永 真 的 ; 如 果 公 式 A 对 任何 个 体 域 都 是 永 真 的 , 则 称 公 式 A 是 永 
真 的 ; 如 果 公 式 A 对 于 任何 个 体 域 中 的 任何 解释 都 为 F, 则 称 公式 A 为 永 假 的 (或 不 可 满足 
的 ); 若 公式 A 不 是 永 假 的 , 则 公式 A 是 可 满足 的 。 

给 定 两 个 谓词 公式 A 和 B,D 是 它们 共同 的 个 体 域 . 若 A 一 B 在 D 中 是 永 真 式 , 则 称 志 
及 DD 有 A 二 >B; 车 DD 是 全 总 个 体 域 , 则 称 A=>B。 若 4=>B 且 B=>A, 则 称 4 今 B。 

上 面 已 经 把 命题 逻辑 中 的 永 真 式 ,等 价 式 和 永 真 蕴涵 的 概念 推广 到 谓词 逻辑 。 显 然 , 命 
题 逻辑 中 的 那些 常用 恒等式 ( 即 等 价 式 ) 和 永 真 荀 涵 式 可 以 全 部 推广 到 谓词 逻辑 中 来 。 一 般 
来 说 ,只 要 把 原 式 中 的 命题 公式 用 谓词 公式 代替 ,并 且 把 这 种 代替 贯穿 于 整个 表达 式 , 命 题 
逻辑 中 的 永 真 式 就 转化 成 谓词 逻辑 中 的 永 真 式 了 。 例 如 : 

K:P(z) MQ(z,y)>P(z) 
EE,: -= -P(x sz TOP(T ,Ta ,I,) 


&3 谓词 逻辑 的 等 价 式 与 荀 洱 式 


下 面 介绍 谓词 逻辑 中 一 些 特有 的 等 价 式 和 永 真 蕴涵 式 , 它 们 是 由 于 量词 的 引入 而 产生 
的 。 无 论 对 有 限 个 体 域 还 是 无 限 个 体 域 ,它们 都 是 正确 的 。 
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1. 量词 转化 律 


设 工 的 个 体 域 为 S = {ai, as, .…, an}。 
令 了 (Vx)A(z) 表 示 对 整个 被 量化 的 命题 (Vx)A(zx) 的 否定 ,而 不 是 对 (Vx) 的 否定 ， 
于 是 有 : 
7(VTA(z)SO "(Ala) A Alas) 人 … MA Ala,)) 
SS"Al(a) V "A(as) V ..V "Ala) SIz) ~"A(z) 
同样 可 有 : 
7(4)A(z) 7 (Ala) V Al(as) V ...V Ala,)) 

en Al(a) A — Al(as) A ...A -= Ala,) 

AVz) = A(z) 
上 述 等 价 关 系 推广 到 无 限 个 体 域 后 仍 成 立 。 


2. 量词 辖 域 扩张 及 收缩 律 


设 P 中 不 出 现 约束 变 元 xz, 则 有 : 
(Yz)ACz) V PS(A(a) A Alas) 人 … A Al(a,) V PP 

SO(A(a) V P) A (A(as) V P) A 1… A (Al(a,) V P) 
SO(Vr)(A(r) V P) 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 以 下 3 个 等 价 式 也 成 立 。 

(Vx)A(zx)A PEO(Vz)(A(zr) AP); 

(3x)A(z)V PEO(Iz) (A(r) VP); 

(3x)A(r)APSO(Iz)(A(r) AP), 


3. 量词 分 配 律 


对 任意 谓词 公式 A(z) 和 B(x) 有 : 
(Vz)(A(z) A B(xz)) 
SO(A(a) A Bla)) A (A(as) A Bas)) A A (Ala,) A Bla,)) 
SAl(a) A Alas) 人 … A Ala,)) A (Blal) A Blas) 人 A… A Bla,)) 
SO(Vr)A(zr) A (Vr)B(z) 
即 (Vz) 对 “人 ”满足 分 配 律 。 同 样 
(3 了 xz)(4ACz) V BCz)) 人 (了 33z)ACz) V (3z)BCz) 
即 (x) 对 “V ?满足 分 配 律 。 
但 是 ,(Vz) 对 “V”,( 习 zx) 对 “人 ”不 满足 分 配 律 , 仅 满足 
(4)(A(z) 人 A B(xz)) 4)A(z) 人 (Hr)B(zx) 
(Vx)A(zr) V (Vz)B(r) 之 (Vz)(ACz) V B(z)) 
总 结 以 上 讨论 ,并 用 类 似 的 方法 ,可 得 出 谓词 逻辑 中 特有 的 一 些 重要 等 价 式 和 永 真理 涵 
式 如 下 。 
Ea (jz)(AC(r)VB(r)S(Ir)A(r) V (jzr)B(z) 
Es (VYz)(ACzr)ABCz)) 全 CVz)ACGz)ACVZz)BCz) 
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Es ”(3z)A(Cz) 铺 (Vz)mA(Cz) 

Ex 一 (Vz)ACz) 人 (了 3z)”ACz) 

Es (Vz)A(Cz)VPeCVz)(ACz)VEP) 

Es (Vz)ACz)APeCVz)(ACz)AP) 

Es (3z)A4A(Cz)VPe(3z)(ACz)VP) 

Es (3 了 3z)A(Cz)AP 拓 (3z)(ACz)AP) 

Es (Vz)A(Czr) 一 B 久 (了 3z)(ACz) 一 B) 

Eo (3 了 zx)A(Cz) 一 B 铭 (Vz)(ACz) 一 B) 

Eu 4A 一 (Vr)B(z) (Vr) (A 一 B(z)) 

E: A— (34)B(zx) er) (A 一 BCz)) 

Es (jx)(A(r)>B(r)O(Vr)A(r) =>( Ir)B(z) 

永 真理 涵 式 ， 

TD1，(VYVz)ACz)V(CVz)Bz) 一 (Vz)(ACz)VBCzr)) 

ls (3z)(ACz)ABCzr)) 一 (3z)ACz)AC3z)BCz) 

ls (3z)A4A(z) 一 (Vz)BCz) 一 (Yz)(A(Cz) 一 BCz)) 

lo (VYz)(ACz) 一 B(z)) 一 (Yz)ACz) 一 (Vz)B(Cz) 

从 量词 意义 出 发 ,还 可 以 给 出 一 组 量词 交换 式 : 

B，(Vz)(CYVy)PCzy)SCYy)CVz)PCzyy) 

B，(VYz)(VYy)PCz,y) 一 (了 jy)(Vz)PCzyy) 

B，(Vy)(CVz)PCzr,y) 一 (3 了 xz)(Vy)PCzyy) 

B，(3y)(Vz)PCzr,y) 一 (YVz)( 了 y)PCzyy) 

Bs (jx)(Vy)P(z,y)>(Vy)(Iz)P(z,y) 

Be (Vzx)(jyP(z,y)=>(Iy)(Iz)P(zr,y) 

B: (Vy)(4r)P(zx, y) > (4)(3y)P(zr, y) 

了 (4) (3) PCz y) AD) (Hr) Plz; y) 

为 了 便于 读者 记忆 ,我 们 给 出 了 Bi 一 Bs 的 图 解 表示 (如 图 2. 1 所 示 )。 使 用 前 面 给 出 的 
等 价 式 和 永 真 强 涵 式 就 可 以 证 明 上 述 的 永 真 式 。 


(VvD 


(IN(vY) (IN) 


(vy)3D 


(vo 


(II3D | (aN) 


2.1 Bi 一 了 的 图 解 表示 
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@.4 谓词 逻辑 中 的 推论 理论 


谓词 逻辑 是 命题 逻辑 的 进一步 深化 和 发 展 ,是 一 种 比 命题 逻辑 范围 更 加 广泛 的 形式 语 
言 系统 。 因 此 ,命题 逻辑 中 的 推论 规则 都 可 以 无 条 件 地 推广 到 谓词 巡 辑 中 来 。 在 谓词 逻辑 
中 , 某 些 前 提 和 结论 可 能 受到 量词 的 约束 ,为 确立 前 提 和 结论 之 间 的 内 部 联系 ,有 必要 消去 
量词 和 添加 量词 ,因此 ,正确 理解 和 运用 有 关 量 词 规 则 是 谓词 逻辑 推理 理论 中 的 关键 所 在 。 
除 此 之 外 ,谓词 多 辑 中 还 有 一 些 自己 独 有 的 推论 规则 。 本 小 节 将 对 谓词 人 逻辑 中 的 推理 理论 
进行 全 面 的 介绍 。 


2.4.1 推理 规则 


1. 约束 变 元 的 改名 规则 


谓词 公式 中 约束 变 元 的 名 称 是 无 关 紧 要 的 , (vz)P(z) 和 (VYy)P(y) 具 有 相同 的 意义 。 
需要 时 可 以 改变 约束 变 元 的 名 称 。 但 必须 遵守 以 下 改名 的 规则 。 

(1) 欲 改名 的 变 元 应 是 某 量 词 作 用 范围 内 的 变 元 , 且 应 同时 更 改 该 变 元 在 此 量词 辖 域 
内 的 所 有 约束 出 现 , 而 公式 的 其 余部 分 不 变 。 

(2) 新 的 变 元 符号 应 是 此 量词 辖 域内 原先 没有 使 用 过 的 。 


2. 自由 变 元 的 代入 规则 


自由 变 元 也 可 以 改名 ,但 必须 遵守 以 下 代入 规则 。 
(1) 欲 改 变 自 由 变 元 z 的 名 , 必 改 z 在 公式 中 的 每 一 处 自由 出 现 。 
(2) 新 变 元 不 应 在 原 公式 中 以 任何 约束 形式 出 现 。 


3. 命题 变 元 的 代 换 规则 


用 任 一 谓词 公式 A; 代 换 永 真 公式 B 中 某 一 命题 变 元 P; 的 所 有 出 现 ,所 得 到 的 新 公 
也 仍然 是 永 真 式 (但 在 A; 的 个 体 变 元 中 不 应 有 B 中 的 约束 变 元 出 现 ), 并 有 B 二 B'。 


4. 取代 规则 


设 A'(zisz2 ,1) 合 B'(zi ,Xo，… ,zx,) 都 是 含 n 个 自由 变 元 的 谓词 公式 , 且 A' 是 A 
的 子 公式 。 若 在 A 中 用 B' 取 代 A’ 的 一 处 或 多 处 出 现 后 所 得 的 新 公式 为 B, 则 有 A 今 B。 如 
果 A 为 永 真 式 , 则 B 也 是 永 真 式 。 


5. 关于 量词 的 增加 和 删除 规则 


1) 全 称 特 指 规则 US 
从 (Vz)A(z) 可 得 出 结论 ACy) ,其 中 y 是 个 体 域 中 任 一 个 体 , 亦 即 (V zx)A(z) 二 A(y)。 
使 用 US 规则 的 条 件 是 对 于 y, 公 式 A(z) 必 须 是 自由 的 。 根 据 US 规则 ,在 推论 的 过 程 
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中 可 以 去 掉 全 称 量词 。 

2) 存在 特 指 规则 ES 

从 (了 z)A(Cz) 可 得 出 结论 A(a), 其 中 4 是 (3 xz)A(z) 和 在 此 之 前 不 曾 出 现 过 的 个 体 常 
量 , 即 (jx)A(x)=>A(a), 

根据 ES 规则 ,在 推论 的 过 程 中 可 删 掉 存在 量词 。 

3) 存在 推广 规则 EG 

从 A(z) 可 得 出 结论 (3 y)A(y), 其 中 zz 是 个 体 域 中 某 一 个 个 体 , 即 A(z) 志 (jy)A(y)。 

使 用 EG 规则 的 条 件 是 对 于 y, 公 式 A(z) 必 须 是 自由 的 。 根 据 EG 规则 ,在 推论 的 过 程 
中 可 以 添加 上 存在 量词 。 

4) 全 称 推广 规则 UG 

从 A(z) 可 得 出 结论 (Vy)A(y) ,其 中 工 应 是 个 体 域 中 任意 个 体 , 即 ACz) 全 (Vy)A(Cy)。 

使 用 UG 规则 的 条 件 是 ,在 任何 给 定 前 提 中 zz 都 不 是 自由 的 ; @ 在 使 用 ES 规则 的 一 
个 居 先 步骤 上 ,如 果 工 是 自由 的 ,那么 在 后 继 步 骤 中 , 则 由 于 使 用 ES 规则 而 引入 的 新 变 元 
在 A(z) 中 都 不 是 自由 出 现 。 换 句 话说 使 用 ES 规则 引入 的 新 变 元 ,不 得 使 用 UG 规则 推 
广 。 根 据 UG 规则 ,在 推论 的 过 程 中 可 以 加 上 全 称 量词 。 


2.4.2 推理 实例 


谓词 逻辑 的 推理 方法 是 命题 逻辑 推理 方法 的 拓展 ,因此 在 谓词 逻辑 中 利用 的 推理 规则 
也 是 工 规则 .P 规则 和 CP 规则 ,还 有 已 知 的 等 价 式 ` 列 涵 式 以 及 有 关 量 词 的 消去 和 产生 规 
则 。 使 用 的 推理 方法 是 直接 构造 法 和 间接 证 明 法 。 下 面 举例 说 明 。 

例 2.7 试 证 明 (Vx)(P(2)>QCT) (VI) (Q(T YR SY) P(r) >R(r)), 


3 nD 《VP = 下 

{1} (2) P(z)>Q(z) US, (1) 

{3} (3) (Vz)(CQCz) 一 RCz)) 下 

{3} (4) Q(z)—>R(z) UG.,(3) 
{1,3} (C5) Play-=R(a) T,(2),(4), Ts 
{1,3} (6) CVI P(r) SRC UG,(5) 


例 2.8 试 证 明 (33x)M(z) 是 前 提 (Vz)(H(z) 一 M(z)) 和 (x)H(zx) 的 逻辑 结果 。 
解 : 即 证 (Vx)(H(z)>M(7)),(37z)H(z)=>( 3x)M(z), 


{1} CI Arya P 

{1} (2) H(a) ES,(1) 

{3} (3) (VI)(H(z)>M(z)) 

{3} (4) H(a)>M(a) US,(3) 

{1,3} (5) M(a) T,(2),(4) 和 To 
{1,3} (6) (了 z)MCz) UG,(5) 


例 2.9 给 定 下 列 前 提 
(He) R(x) A(CYy)CDCy) >L(zr,y))) 


(Vz)(RCz) 一 (Vy)(SCy) —= L(x,y))) 


试 推导 出 下 列 结论 
(Vi)(D(z) » "58(z)) 

证 明 : 
{1} (1) (4) (R(x) 人 A(Vy)CDCy) 一 LCzyy))) ¥ 
{1} (2) (Rl(a) AM (Vy)(D(y)>L(a,y))) ES,(1) 
和 (3) R(a) T,(2) 
{1} (4) (Vy)(D(y)>L(a,y)) T,(2) 
{1} (5) D(w—L(a,u) US,(4) 
{6} (6) (Vx) (R(x) 一 (Vy)(SCy) 一 ”工人 zy))) PF 
{6} (7) R(a) >(Vy)(S(y)™> -LL(a,y)) US, (6) 
{1,6} (8) (Vy)(SCy) 一 ”LIayy)) 区 3 07) 
{1,6} (9) S(u) 一 -LL(a,u) US, (8) 
{1,6} (10) Llasu) 一 ”SCo) T,(9) 
6} IL Du = Sn) T,(5),(10) 

,6} GIZMOD(Y = SG UG,(11) 


Ee eee Re en ES 规则 
尽量 提前 使 用 ,以 保证 ES 规则 使 用 的 有 效 性 。 

例 2.10 给 定 下 列 前 提 : 

(Vx)(A(z) VB(z)), (Vr)( B(xz) > "CCz)), (Vz) CCz)。 


试 推导 出 下 列 结论 来 : 

(Vz)ACzr)。 

证 明 : 

{1} (1) -7 (Vi)A(z) P( 假 设 前 提 ) 
{1} (2 C3 A) Ty 

1 (3) -Ala) ES, (2) 

{4} (4) (Vr) (A(z) VB(z)) & 

{4} (5) A(a) VB(Ca) US, (4) 
{1,4} (6) BCa) Tt 
{7} (7) (VA) (B(zr) 一 ”CCz))，(CVz)CCz) EB 

{7} (8) Bla) 一 ”CCa) USyCT) 
(i (9) -Cla) Tt 
{10} (CLO CE) OC RB 

{10} ClOGaD WSyCON 
人 Tay 
{1,4,7,10} (13) (Vz)A(Cz) a GD ACG) 


注意 : 使 用 反 证 法 时 ， 
(1) 首先 要 引入 结论 的 否定 作为 一 个 前 提 , 但 要 说 明 是 假设 前 提 ; 
(2) 在 演绎 的 第 n 一 1 步 上 一 定 要 推出 一 个 PA 一 P 形式 的 矛盾 式 ; 


(3) 在 第 nn 步 则 可 直接 引入 结论 ,并 说 明 这 是 下 规则 ,由 第 1 步 使 用 假设 前 提 和 第 nn 一 1 
步 推出 矛盾 式 造成 的 。 
例 2.11 给 定 下 列 前 提 , 使 用 CP 规则 证 明 
(VI (VY (TP)V QCY)) DV) Tm P(r)V (Vy)Q(y) 
证 明 : 因为 (Vx) (Vy)(- 了 P(Xz)VQCY)) Vi) -I PODV (VQGY) en (4)P(r)V 
(vy)QCy)<e( 玉 )P(z) 一 (vy)QCy) 
于 是 问题 转化 成 证 : (Vz)(Cvy)( PCz)VQ(Cy)) 寺 (3r)P(z) 一 (Vy)QCy) 。 


{1} (1) (3:)P(z) P( 附 加 前 提 ) 
{1} (2) Pla) ES,(1) 

{3} (3) (Vi) (VY) (P(r)V Q(Y)) P 

{3} (4) (vy) (mPa) V QCY)) US, (3) 

{3} (5) ~ P(a) V QD) US,(4) 
{1,3} (6) QL) DN 
但 去 (7) (Vy)Q(Cy) UG,(6) 
se (8) (3)P(z) > (Vy)Q(y) CPYCINS LT 


注意 : 只 有 当 结 论 是 PQ 的 形式 时 , 才 可 以 考虑 使 用 CP 规则 。 
(1) 把 结论 的 前 件 作为 一 个 前 提 引 入 ,但 要 说 明 是 附加 前 提 ; 
(2) 和 前 提 一 起 在 演绎 的 第 n 一 1 步 推出 结论 的 后 件 ; 

(3) 在 第 nn 步 引 入 结论 。 

例 2.12 符号 化 下 列 命 题 并 推 证 其 结论 。 

所 有 的 自然 数 都 是 整数 ,任何 整数 不 是 奇数 就 是 偶数 ,并 非 每 个 自然 数 都 是 偶数 。 
所 以 , 某 些 自然 数 是 奇数 。 

解 : 首先 定义 如 下 谓词 。 

N(z): 是 自然 数 。 

I(x): 是 整数 。 

Q(z): 工 是 奇数 。 

O(Cz): 工 是 偶数 。 

于 是 问题 可 符号 化 为 : 

(Vr)(N(z)>I(7x)); 

(VI) (T(z)> (Q(z) VO(z))); 

mVz)CNCz) 一 DCz)); 

(3)(N(r) A Q(z)), 


推理 如 下 : 

{1} (1) -7 (VA) (N(xz)>0(7)) P 

{1} (2) (Hr) = (HNCX)V OG)) MAG 
{1} (3) N(a) A -O(a) ES, (2) 
{1} (4) N(a) | 
{1} (5) -O(a) Te 
{5} (6) (Vz)CNCz) 一 ICz)) P 


第 2 章 “谓词 逻辑 


人 (7) NCa) 一 ICa) USs 50 

条 本 (8) I(a) T, (4), (6) 
{8} (9) (Vr)(I(x)> (Q(z) VO(z))) 了 

{8} (10) I(a)™>(Q(a)VO(a)) US, (8) 
{15558} (11) Q(a) VO(a) Ts (7)s (9) 
tL (12) Q(a) T, (4), (10) 
{1,5,8} (13) N(a) A Q(a) Ts VD WIRD 
{1,5,8} (14) (43x) (N(xz) A Q(z)) EG, (12) 


例 2.13 符号 化 下 列 命题 并 推 证 其 结论 。 

每 个 报考 研究 生 的 大 学 毕业 生 要 么 参加 研究 生 人 学 考试 ,要 么 被 推荐 为 免试 生 ; 每 个 
报考 研究 生 的 大 学 毕业 生 当 且 仅 当 学 习 成 绩优 秀 时 才 被 推荐 为 免试 生 ; 有 些 报考 研究 生 的 
大 学 毕业 生 学 习 成 绩优 秀 , 但 并 非 所 有 报考 研究 生 的 大 学 毕业 生 学 习 成 绩 都 优秀 。 因 此 ,有 
些 报考 研究 生 的 大 学 毕业 生 要 参加 研究 生 入 学 考试 。 

解 : 根据 问题 的 需要 首先 定义 如 下 谓词 。 

YJS(z): zx 是 要 报考 研究 生 的 大 学 毕业 生 。 

MKS(z): 工 是 免考 生 。 

CJYX(zx): x 是 成 绩优 秀 的 。 

CJKS(x): 工 是 参加 考试 的 。 

于 是 问题 可 符号 化 为 ， 

(Vz)(YJSCz) 一 (CJKSCz)VMKSCz)); 

(Cvz)((YJS(z) 一 (MKSCrz) > CJYXCz)))); 

mVz)(YJSCz) 一 CJYXCz)); 

(zx)(YJSCz)AmCJYXCz)) 

>(4) (YJS(r) ACJIKS(z))., 


推理 过 程 如 下 : 

1} C1) CE A Sz) CJ YX(z)) 是 

{1} (2) (4) "C5 YTS(z)VCIYX(z)) LG 

{1} (3) YJS(a) A "CJYX(a) ES, (2) 

i (4) YJS(a) T,(2) 

{1} (5) "CJYX(a) T,(2) 

{5} (6) (Vzr)(YJSGCz) 一 (CJKSCz)VMKSCz))) P 

{5} (7) YJS(a >(CJKS(a)WMKS(a)) US,(5) 
{1,5} (8) CJKS(a)WMK S(a) T,(3),(6) 
{8} (9) Cr (YTS(r) CMKS(r) CT YRC P 

{8} (10) YJS(a >(MKS(a)»CJYX(a)) US, (8) 
{1,8} (11) MKSCa)e>CJYXCa) T,(3),(9) 
{1,.,8} (12) ”MKSCa) T,(4),(10) 
{1,5,8} (13) CJKS(a) TODS(ILD 
{ 


1,5,8} (14) YJS(a) ACJKS(a) T,(3)3(12) 


{15558} (15) (4r) (YJS (zx) ACJKS(z)) EG,(3),(13) 

通过 上 面 的 例题 可 以 发 现 ,使 用 谓词 逻辑 求解 实际 问题 的 步骤 如 下 。 

(1) 根据 问题 的 需要 定义 一 组 谓词 ; 

(2) 将 实际 问题 符号 化 ; 

(3) 使 用 2.4. 1 节 所 述 规则 有 效 推理 。 

符号 化 的 原则 是 全 称 量词 对 应 逻辑 联结 词 ,存在 量词 对 应 逻辑 联结 词 人。 推理 时 首 
先 引 入 带 存在 量词 的 前 提 , 以 保证 ES 规则 的 有 效 性 。 


Cs 谓词 逻辑 中 公式 范式 


在 谓词 逻辑 的 公式 中 ,不 仅 有 联结 词 还 有 量词 出 现 ,这 使 得 公式 可 以 很 复杂 ,量词 之 间 
的 关系 直觉 上 很 难看 清 , 特 别 是 在 量词 分 割 时 。 为 了 揭示 在 原来 公式 中 并 不 显著 的 逻辑 结 
构 方 面 的 关系 ,给 出 一 种 标准 形式 ,缩小 公式 形式 的 类 型 范围 ,研究 谓词 逻辑 中 范式 是 很 重 
要 的 。 

命题 逻辑 中 的 两 种 范式 都 可 以 直接 推广 到 谓词 逻辑 中 来 ,只 要 把 原子 命题 公式 换 成 原 
子 谓词 公式 即 可 。 此 外 ,根据 量词 在 公式 中 出 现 的 情况 不 同 ,其 又 可 分 为 前 东 范 式 和 斯 柯 林 
范式 。 本 小 节 将 对 这 两 种 范式 进行 介绍 ,重点 研究 前 束 范式 。 


2.5.1 前 束 范式 


定义 2.7 一 个 合式 公式 A 称 为 前 束 范式 ,如 果 它 有 如 下 形式 : 
(QT) (Qe) (Qi)B 

其 中 ,Q;(1 志 i 三 ) 为 Vv 或 3,B 为 不 含有 量词 的 公式 。 称 Qiz1 QT2…Qizi 为 公式 的 首 标 。 特 
别 地 ,车 A 中 不 含量 词 , 则 A 也 看 作 是 前 束 范式 。 

可 见 ,前 束 范式 的 一 般 特点 是 对 任 一 谓词 公式 下, 如果 其 中 所 有 量词 均 非 否定 地 出 现在 
公式 的 最 前 面 , 且 它 们 的 辖 域 为 整个 公式 , 则 称 公式 下 为 前 束 范式 。 

例如 (Vz)(Vy)(3z)(P(z,y)VQ(zr,y) 人 RC(r,y.z)) 是 前 束 范式 。 

任 一 公式 都 可 以 化 成 与 之 等 价 的 前 束 范式 ,步骤 如 下 : 

(1) 消去 公式 中 的 联结 词 和 一 ; 

利用 A*>B < AAB) V(-A A -5B) 及 A>BS -AVB; 

(2) 将 公式 内 的 否定 符号 深入 到 谓词 变 元 前 并 化 简 到 谓词 变 元 前 只 有 一 个 否定 号 ; 

(3) 利用 改名 、 代 入 规则 使 所 有 的 约束 变 元 均 不 同名 , 且 使 自由 变 元 与 约束 变 元 亦 不 
同名 ， 

(4) 扩充 量词 的 辖 域 至 整个 公式 。 

例 2.14 将 公式 ((Vz)P(z)V (3)QCy)) 一 (Vz)RCz) 化 为 前 东 范 式 。 


解 : 原 式 eX (Vr)P(T)V (3y)Q(y)) > (VE)R() 约束 变 元 改名 
AVr) (WW) (Vz)((P(z)VQCy)) 一 RCz)) 量词 前 移 


注意 : 由 于 量词 前 移 的 顺序 不 同 ,可 能 得 到 不 同 的 但 等 价 的 前 束 范 式 。 例 如 上 例 中 还 
可 能 的 前 束 范式 有 : (3) (Vz) (Vz)((P(z)VQ(y)) 一 R(z))。 可 见 , 前 束 范式 一 般 是 不 


唯一 的 。 
例 2.15 试 将 公式 ((Vz)PCz)V(3y)RCD)) 一 (Vz)FCz) 化 为 前 束 范式 。 
解 : ((Vz)P(z)V(3wRC)) 一 (YVz)FCz) 
多”(C(Vz)PCz)V(3y)RCD)VCVZz)FCz)) 
S(Irz) P(A(Vy) TR(YV (Vr)F(z) 
SO(Iz)" P(r)A(Vy) "RC(YV (Vz)F(z) 
兮 (jz)(Yy)(Vz)(” PCr)AnmRC)VFCz)) 


2.5.2 斯 柯 林 范 式 


定义 2.8 如果 前 束 范式 中 所 有 的 存在 量词 均 在 全 称 量词 之 前 , 则 称 这 种 形式 为 斯 柯 
林 范 式 。 
例如 , (3)( 坟 ) (Vy) (P(z,y)V Q(y,z)V R(y)) 是 斯 柯 林 范 式 。 
任何 一 个 公式 都 可 以 化 为 与 之 等 价 的 斯 柯 林 范 式 , 其 方法 如 下 。 
(1) 先 将 给 定 公 式 化 为 前 束 范式 。 
(2) 将 前 束 范式 中 的 所 有 自由 变 元 用 全 称 量词 约束 (UG)。 
(3) 若 经 上 述 改造 后 的 公式 A 中 ,第 一 个 量词 不 是 存在 量词 , 则 可 以 将 A 等 价 变换 成 
如 下 形式 : (3x(AA(GGo V -GC(w)))。 其 中 是 A 中 没有 的 变 元 。 
(4) 如 果 前 束 范式 是 由 个 存在 量词 开始 的 ,然后 是 m 个 全 称 量 词 ,后 面 还 跟 有 存在 量 
词 , 则 可 以 利用 下 述 等 价 式 将 这 些 全 称 量词 逐一 移 到 存在 量词 之 后 。 
(Iz) zr)(V YP rs sy) 
0 
A “Hm mr)) V CVe)HUry rs re)) 
其 中 ,P(xzi ,xs，… ,zx,，y) 是 一 个 前 束 范式 , 它 仅 含有 zi ,zs，… ,zs, 和 y 等 2 十 1 个 自由 变 
元 。HH 是 不 出 现 于 P 内 的 nn 十 1 元 谓词 。 把 等 价 式 的 右边 整理 成 前 束 范式 , 它 的 前 束 将 以 
(zi)…(3zo)( 习 y) 开 头 ,后 面 跟 上 尸 中 的 全 称 量词 和 存在 量词 ,最 后 是 (Vz)。 如 此 作 
mm 次 ,可 将 存在 量词 前 的 m 个 全 称 量词 全 部 移 到 存在 量词 之 后 。 
斯 柯 林 范 式 比 前 束 范式 更 优越 , 它 将 任意 公式 分 为 三 部 分 , 即 存 在 量词 序列 ,全 程 量词 
序列 .不 含量 词 的 谓词 公式 。 这 大 大 方便 了 对 谓词 公式 的 研究 。 
例 2.16 求 公式 (Vz)(( 了 PC(zT)V (Vy)Q(y,z)) 阅 了 (Vz)R(y,z)) 的 斯 柯 林 范 式 。 
解 :; 原 式 eXVz)((P(z) A (3y) -QCy,2))V (FE) -mR(y,2)) 
AVTI((P(T) A (BH) TQ) V (0) 7 Ry,v)) 改名 
AB) W)CVI)P(z) MN TQ 2)V TR(y,v)) 量词 前 移 
例 2.17 将 公式 (Vz)CP(z) 一 (了 >y)QCy)) AR(z) 化 成 斯 柯 林 范 式 。 
解 : (Vz)CPCz) 一 (了 y)QCy))AR(Cz) 
命 (Vz)(”PCr)V(3y)QCy))A 人 ARCz) 
兮 (Yz)(3y)(” PCz)VQCD))ARCz) 
命 (YZz)(3y)(” PCzr)VQCD))ACVz)RCz) 
兮 (Vz)(3y)(Vz)((”PCz)VQCy))ARCz)) 


SC(IW(VDCIWCV) HP V QO) ARG)) A (GC) V 7G(u))) 
兮 (3jx(3z)((3y)CVz)CCCnPz)VQCD))ARC))A 
(GQWWV TG00))) A HHO zr) V (VS) Hu,s)) 
SCIWIDDCIW(VICVHAAC HP VQ ARCG)) A (GG) V 
TGQOD)A HOu,r)V Hu,s))) 


@.6 谓词 逻辑 的 应 用 


谓词 逻辑 有 着 多 种 多 样 实际 的 应 用 ,如 利用 谓词 匹配 方法 可 以 提高 信息 检索 的 质量 ,也 
可 以 在 关系 型 数据 库 中 表示 数据 表 项 等 。 在 本 节 中 , 主要 通过 叙述 谓词 逻辑 在 人 工 智 能 知 
识 表示 方面 的 作用 来 说 明 其 重要 的 应 用 性 。 

人 工 智 能 (Artificial Intelligence) 是 一 种 使 用 计算 机 模拟 人 类 智能 的 技术 。 在 人 工 智 
能 的 实现 过 程 中 ,知识 有 着 至 关 重 要 的 作用 ,如 何 运用 知识 进行 推理 并 解决 问题 是 研究 人 工 
智能 的 重要 课题 。 而 要 想 获取 并 应 用 知识 ,首先 需要 能 够 对 知识 进行 正确 有 效 的 表示 。 因 
此 ,知识 表示 是 实现 人 工 智能 的 首要 问题 和 基本 技术 。 

谓词 逻辑 是 应 用 于 人 工 智能 中 最 重要 的 一 种 知识 表示 方法 , 常 被 用 来 表述 描述 性 语句 ， 
并 可 以 有 效 地 存储 到 计算 机 中 进行 处 理 。 在 人 工 智 能 的 知识 表示 中 ,谓词 逻辑 不 但 可 以 用 
来 形式 化 地 描述 自然 语言 和 数学 知识 等 ,还 可 以 对 
智能 行为 过 程 进行 描述 。 下 面 通过 一 个 具体 例子 
来 逆 述 谓词 馆 辑 在 知识 表示 方面 的 重要 作用 。 

猴子 吃香 蕉 问题 (如 图 2. 2 所 示 ): 设 房 内 a 
处 有 一 只 猴子 ,一 串 香 药 挂 在 c 处 天 花 板 上 ,猴子 
够 不 着 ,b 处 有 一 个 箱子 ,猴子 从 a 处 出 发 把 箱子 
从 5b 处 搬 到 < 处 , 仆 上 箱子 , 摘 下 香 敬 , 回 到 a 处 。 
请 用 谓词 表示 法 来 描述 该 问题 以 及 猴子 的 行动 图 2. 2 狭 子 吃香 燕 问题 
过 程 。 

(1) 定义 描述 环境 状态 的 谓词 

AT(z,muw):z 在 z 处, 个体 域 zxE{monkey},zwE(a, b,c)。 

HOLD(z,t): zx 手中 拿 着 t ,个体 域 1€ {box，banana) 。 

EMPTY(z): 工 手中 是 空 的 。 

ON(t,y):t 在 y 处 ,个 体 域 yE 10，c，centre} 。 

CLEAR(y): y 上 是 空 的 。 

BOX(w) : u 是 箱子 ,个 体 域 vE {box})。 

BANANA(v): v 是 香 燕 ,个体 域 vE {banana)。 

(2) 使 用 谓词 联结 词 和 量词 来 表示 环境 状态 。 

问题 的 初始 状态 可 表示 为 : 

So: AT(monkey, a) 人 EMPTY(monkey) 人 ON(box, 6b) 人 ON(banana, center) 
人 CLEAR(c) 人 BOX(box) 人 BANANA(Cbanana) 。 

要 达到 的 目标 状态 为 : 
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Sse: AT(monkey, a) 人 HOLD(monkey, banana) 人 ON(box, c) MCLEAR(center) 
人 CLEAR(b) 人 BOX(box) 人 BANANA(Cbanana) 。 

(3) 从 初始 状态 到 目标 状态 的 转化 ,猴子 需要 完成 一 系列 操作 ,定义 操作 类 谓词 表示 它 
的 动作 。 

WALK (m,n) :猴子 从 m 走 到 n 处 ,个 体 域 m,nE {a,b,c)。 

CARRY(s, 7) :猴子 在 ~ 处 拿 到 s ,个体 域 rE {b,centre} ,sE€ {box,banana}) 。 

CLIMB(u, c) :猴子 在 c 处 息 上 。 

这 3 个 操作 分 别 用 条 件 和 动作 表示 。 条 件 是 为 完成 相应 操作 而 必须 具备 的 前 提 , 当 具 
备 时 激活 操作 动作 ,通过 从 动作 前 删除 或 增加 谓词 公式 来 描述 动作 后 的 状态 。 以 第 一 个 动 
作为 例 。 

WALK (m,n) :猴子 从 m 走 到 nn 处 ,个 体 域 m,nE€ {a,b,c)。 

条 件 : AT(monkey,m)。 

动作 : 删除 AT(monkey,m) ;增加 ATCmonkey,z) 。 

(4) 按照 行动 计划 ,一 步 步 执行 操作 ,进行 状态 替换 ,直至 目标 状态 。 本 部 分 替换 过 程 
省 略 ,读者 可 以 自行 代 换 。 

通过 上 面 的 例子 ,可 以 归纳 出 用 谓词 逻辑 表示 具体 知识 的 步骤 : 中 将 给 定 命题 中 的 量 
词 .个体 词 和 谓词 分 析出 来 ,并 将 谓词 用 特定 的 符号 表示 ; 四 运用 逻辑 连接 符 来 表示 原 命题 
中 所 含 子 命题 之 间 的 复合 关系 ; 加 构造 出 该 命题 所 对 应 的 形式 化 的 表达 公式 。 

对 于 描述 智能 行为 过 程 的 知识 , 则 需要 分 别 定义 描述 环境 状态 的 谓词 和 表示 动作 的 操 
作 谓词 。 通 过 使 用 谓词 .联结 词 和 量词 来 表示 各 个 环节 的 环境 的 状态 。 并 按照 活动 的 计划 ， 
使 用 操作 类 谓词 ,一步 步 转化 状态 ,直到 完成 从 初始 状态 到 目标 状态 的 转化 。 

运用 谓词 逻辑 的 方法 ,就 可 以 将 自然 语言 ,数学 知识 乃至 行为 知识 进行 形式 化 进而 输入 
到 计算 机 中 ,建立 计算 机 系统 的 知识 库 ,方便 进行 问题 求解 和 机 器 定理 证 明 。 人 工 智 能 和 知 
识 表示 也 是 谓词 逻辑 方法 重要 的 应 用 领域 。 


习题 


1. 将 下 列 命题 符号 化 。 

(1) 小 王 聪明 而 且 好 学 。 

(2) 没有 最 大 素数 。 

(3) 并 非 所 有 大 学 生 都 能 成 为 科学 家 。 

(4) 每 个 自然 数 不 是 奇数 就 是 偶数 。 

2. 对 下 列 公式 找 出 约束 变 元 和 自由 变 元 ,并 指明 量词 的 辖 域 。 
(1) (Vz)(CP(Cz) 一 QCz)) 人 (3zr)RCGzy) 

(2) (Vx) (Vy) (P(r)V QC(yY) > (FE)(R(r) A S(z)) 
(3) (Vr)(3y) (P(r,y) AQ(y,z)) 

3. 证 明 下 列 各 式 是 逻辑 有 效 的 : 

(1) (4r)(Vy)P(z,y)>(Vy)( 4)P(zr,y) 

(2) (Vz)P(z) 一 ((Vr)QCz) 一 (Vy)PCy)) 
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4. 证 明 下 列 各 公式 。 

(1) (Vz)("A(zr)>B(z)),(Vz)"B(zr)=>(Iz)A(z) 

(2) (Jz)A(r)>(Vzr)B(r)=>( Vr) (A(r)>B(z)) 

(3) (Vx)(A(z)—>B(z)),(Vzr)(C(zr)>-"B(r))>(VYr)(C(r)> "A(z)) 

(4) (Vx)(AC(r)VB(zr)), (Vr)(B(r)—> "C7)) (VTC(r (Yr)A(z) 

5. 用 CP 规则 证 明 下 列 各 式 。 

(1) (Vz)(CP(z) 一 QCz)) 一 (Vz)P(z) 一 (Vz)QCz) 

(2) (Vz)CPCz)VQC)) 一 (Vz)PGz)V(3z)QCz) 

6. 将 下 列 命题 符号 化 并 推 证 其 结论 。 

(1) 任何 人 如 果 他 喜欢 步行 ,他 就 不 喜欢 乘 汽 车 ,每 一 个 人 或 者 喜欢 乘 汽车 或 者 喜欢 骑 
自行 车 ,有 的 人 不 爱 骑 自 行车 ,因而 有 的 人 不 爱 步行 。 

(2) 每 个 科学 工作 者 都 是 刻苦 钻研 的 ,每 个 刻苦 钻研 而 且 聪 明 的 科学 工作 者 在 他 的 事 
业 中 都 将 获得 成 功 。 华 为 是 科学 工作 者 并 且 他 是 聪明 的 ,所 以 ,华为 在 他 的 事业 中 将 获得 
成 功 。 

(3) 每 位 资深 名 士 或 是 中 科 院 院士 或 是 国务 院 参 事 , 所 有 的 资深 名 士 都 是 政协 委员 。 
张 伟 是 资深 名 士 ,但 他 不 是 中 科 院 院士 。 因 此 ,有 的 政协 委员 是 国务 院 参 事 。 

(4) 一 个 人 怕 困 难 , 那 么 他 就 不 会 获得 成 功 ,每 个 人 或 者 获得 成 功 或 者 失败 过 。 有 些 人 
未 曾 失败 过 ,所 以 ,有 些 人 不 怕 困 难 。 

7. 下 列 推导 步骤 中 哪个 是 错误 的 ? 


(a) (1D CV 2) Pr) Q(z) P 

(2) P(x)-*Q(z) US,(1) 
(b) (I) CVa}(P(E)V Q(z)) P 

(2) PCa) VQ(CO) US,(1) 
(ey (1 Ptr)—*Q(z) ja 

(2) (3x) P(A) EG.(1) 
(d) (1) Pl(a) >Q(b) BE 

(2) (了 3z)(PCz) 一 QCO)) EG,(1) 


8. 试 找 出 下 列 推导 过 程 中 的 错误 ,并 问 结论 是 否 有 效 ? 如 果 有 效 , 写 出 正确 的 推导 
过 程 。 


CL 人 CQ 下 

全 (2) P(xz)—Q(z) US,(1) 

{3} (YC EVP 村 

{3} (4) PCz) ES,(3) 

{1,3} (5) Q(z) T,(2),(4) 和 I 
{1,3} (6) (了 z)QGCz) EG,(5) 


9. 用 构成 推导 过 程 的 方法 证 明 下 列 蕴涵 式 。 

(1) (CIP EV ECP(E) VQ RZ)Y, 
(3z)P(z),(3z)QCr) 一 (jz)(3y)CORCr) ARCy)) 

(2) (了 3z)P(z) 一 (Vz)QCz) 一 (Vz)(P(Cz) 一 QCz)) 
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10. 将 下 列 公式 化 为 前 束 范式 。 

(1) (Vz)(CP(Cz) 一 (了 3y)Q(Cy)) 

(2) (Vz)(3 了 y)((3z)(PCzy)AP(y,z)) 一 (了 zx)QCzyyza)) 
(3) ”(Vz)(3y)ACz,y) 一 (3z)(YVy)(CBCz,y)ACVy)(ACyzr) 一 BCzy))) 
11. 求 等 价 于 下 面 公式 的 前 束 主 析 取 范式 与 前 束 主 合 取 范式 。 
CD PV VQ 

(2) (YVz)(CP(z) 一 (Vy)((Vz)QCrz,z) 一 ”RCzy))) 

(3) (VYz)P(z) 一 (了 3z)((Vz)QGzyz)V(Vz)RCzyyz)) 

(4) (Yz)(CPCz) 一 QCry)) 一 ((3y)PCy)A(3z)QCy ,=)) 
12. 将 下 列 公 式 化 为 斯 柯 林 范 式 。 

(1) (Yz)(CP(z) 一 (3y)QCz,y)) 

(2) (Vr)(Vy)((Iz)(P(z,z) NP(y,z)) >( Iu Q(zr, yu)) 


集合 论 


集合 是 什么 ? 一 些 事物 无 序 地 组 合 在 一 起 就 是 集合 。 这 个 极其 直观 的 描述 是 由 一 位 叫 
康 托 (Georg Cantor,1845 一 1918) 的 德国 数学 家 提出 的 ,但 就 是 由 这 个 直观 的 描述 所 产生 的 
理论 ,几乎 导致 了 整个 数学 体系 的 骨 溃 。 

这 种 崩溃 源 于 对 无 穷 量 的 认识 。 在 康 托 之 前 的 许多 伟大 的 数学 家 都 对 这 个 概念 表达 了 
厌恶 ,高 斯 (Johann Gauss,1777 一 1855) 甚 至 通过 反对 在 数学 中 使 用 无 穷 量 来 表达 这 种 情 
绪 。 但 在 17 世纪 牛顿 (Isaac Newton,1643 一 1724) 和 莱 布 尼 茨 (Gottfried Leibniz,1646 
1716) 创 立 了 微 积分 理论 之 后 ,对 无 穷 大 和 无 穷 小 这 种 无 穷 量 的 探讨 成 为 了 整个 微 积分 理论 
的 基础 。 为 此 ,从 19 世纪 开始 , 柯 西 (Augustin Cauchy,1789 一 1857) , 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl 
Weierstrass,1815 一 1897) 等 人 对 微 积 分 理论 进行 了 严格 化 的 工作 。 他 们 建立 了 极限 理论 ， 
并 把 极限 理论 的 基础 归结 为 实数 理论 。 那 么 ,实数 理论 的 基础 又 该 是 什么 呢 ? 康 托 试图 用 

合 论 来 作为 实数 理论 ,乃至 整个 微 积分 理论 体系 的 基础 。 

康 托 所 创立 的 集合 理论 用 一 一 对 应 的 方式 来 考察 各 种 数量 关系 ,特别 是 无 穷 数 量 关 系 。 
例如 ,在 整数 和 偶数 这 两 个 无 穷 集合 中 ,对 于 任意 一 个 整数 xz, 都 存在 一 个 偶数 2z, 同 时 对 
于 任意 一 个 偶数 zx, 也 都 存在 一 个 整数 zx/2, 因 此 整数 集合 中 包含 的 数 的 个 数 同 偶数 集合 中 
包含 的 数 的 个 数 是 相同 的 。 也 就 是 说 一 个 集合 中 元 素 的 数量 同 它 的 一 个 部 分 中 所 包含 的 元 
素数 量 是 相同 的 。 这 种 与 当时 主流 的 数学 框架 格格 不 入 的 古怪 理论 ,从 一 出 世 就 一 直 处 于 
争论 的 旋涡 中 ,许多 当时 赫赫 有 名 的 数学 家 都 对 其 进行 了 强烈 攻击 。 直 到 20 世纪 初 , 许 多 
数学 成 果 都 是 建立 在 集合 论 的 基础 之 上 ,集合 论 才 被 数学 界 认 可 。 

正当 数学 家 们 都 欣喜 地 认为 所 有 的 数学 问题 都 可 以 以 集合 论 作 为 基础 进行 讨论 的 时 
候 ,1902 年 罗素 (Bertrand Russell,1872 一 1970) 提 出 了 一 个 集合 是 否 属于 自己 的 悖 论 ,使 得 
大 家 认识 到 集合 论 存在 着 漏洞 。 绝 对 严密 的 数学 陷入 了 自 相 矛盾 之 中 。 这 就 是 数学 史上 的 
第 三 次 危机 。 

1908 年 , 策 梅 罗 (Ernst Zermelo,1871 一 1953) 提 出 公理 化 集合 论 ,后 经 改进 形成 无 矛盾 
的 集合 论 公 理 系 统 , 简 称 ZF 公理 系统 。 原 本 直观 的 集合 概念 被 建立 在 严格 的 公理 基础 之 
上 ,从 而 避免 了 悖 论 的 出 现 , 因 而 较 圆满 地 解决 了 第 三 次 数学 危机 。 这 就 是 集合 论 发 展 的 第 
二 个 阶段 : 公理 化 集合 论 。 与 此 相对 应 ,在 1908 年 以 前 由 康 托 创立 的 集合 论 被 称 为 朴素 集 
合 论 。 现 在 ,集合 论 作为 现代 数学 的 基础 ,已 经 深入 各 种 科学 技术 领域 中 。 例 如 在 开关 理 
论 ` 有 限 状 态 机 、 形 式 语言 等 领域 中 ,都 卓有成效 地 应 用 了 集合 论 。 

本 部 分 的 内 容 分 为 三 章 来 介绍 : 集合 论 .二 元 关系 和 函数 。 


@.1 集合 的 概念 及 其 表示 


合 是 一 个 不 能 精确 定义 的 基本 概念 。 一 般 来 说 ,把 具有 共同 性 质 的 一 些 事 物 汇集 成 

一 个 整体 ,就 叫 作 集合 。 而 这 些 事物 就 是 这 个 集合 的 元 素 。 例 如 ,全 体 中 国人 是 一 个 集合 ， 
每 个 中 国人 都 是 这 个 集合 的 元 素 ; 全 体 自然 数 是 一 个 集合 ,每 个 自然 数 都 是 这 个 集合 的 元 
素 ; 图 书馆 的 藏书 是 一 个 集合 ,每 本 书 都 是 这 个 集合 的 元 素 ; 全 国 的 高 校 也 形成 一 个 集合 ， 
每 所 高 校 都 是 这 个 集合 的 元 素 。 

集合 一 般 用 大 写 的 英文 字母 表示 ,集合 中 的 事物 , 即 元 素 用 小 写 的 英文 字母 表示 。 若 元 
素 a 属于 集合 A , 记 作 a€A, 读 作 “a 属于 A”; 反之 , 记 作 a A, 读 作 “a 不 属于 A”。 

若 一 个 集合 的 元 素 个 数 是 有 限 的 , 则 称 作 有 限 集 ,否则 称 作 无 限 集 。 

表示 集合 的 方法 有 两 种 。 

(1) 枚 举 法 : 把 集合 中 的 元 素 写 在 一 个 花 括号 内 ,元素 间 用 逗号 隔 开 。 例 如 : 

A 一 (abcyd},B 一 {1,2,3,…)},C 一 {2,4,6，22},D 一 (aa av) 等 。 

(2) 构造 法 : 构造 法 又 叫 谓词 法 。 如 果 P(xz) 是 表示 元 素 x 具有 某 种 性 质 P 的 谓词 , 则 
所 有 具有 性 质 P 的 元 素 构 成 了 一 个 集合 , 记 作 A 二 {rz1P(z)}。 显 然 ,车 P(z) 的 真 值 为 1， 
则 xzEA。 例 如 : 


A== {x | 工 是正 奇 数 } 
集合 的 元 素 是 彼此 不 同 的 ,如 果 同 一 个 元 素 在 集合 中 多 次 出 现 应 该 认为 是 一 个 元 素 , 如 
全 位 22 对 
集合 的 元 素 是 无 序 的 ,如 
{1,2,4} = (1,4;2) 
但 {{1,2},4} 才 {1,4,2}。 
集合 中 的 元 素 还 可 以 是 集合 。 例 如 
S= (ar{tls2}aPr(g)} 
应 该 说 明 的 是 g€ {gq} ,但 g 代 S, 同 理 1E{1,2) ,但 1E&S。 
例如 , 设 A 是 小 于 10 的 素数 集合 , 即 A 王 {2,3,5,7}, 又 设 代数 方程 坟 一 17z3 十 101z2 
一 247z 十 210 王 0 的 所 有 根 组 成 的 集合 为 B, 则 B 正好 也 是 {2,3,5,7), 因 此 集合 A 和 B 是 
相等 的 。 
在 本 书 中 定义 一 些 通用 的 集合 的 符号 : 自然 数 集合 N、 整 数 集合 Z、 有 理 数 集合 Q、 实 数 
集合 R 和 复数 集合 C。 
为 了 体系 上 的 严谨 性 ,规定 对 于 任何 集合 A 都 有 AEA。 
下 面 考虑 两 个 集合 之 间 的 关系 。 
定义 3.1 设 A,B 是 任意 两 个 集合 ,如 果 A 的 每 一 个 元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 称 A 为 B 
的 子 集 ,或 说 已 包含 A,A 包含 于 B 内 。 记 作 ASB. 或 B 忆 A, 其 形式 化 表述 为 
ACBS(Yr (rE A—zrE€EB) 
例如 ,A={a,b,c},B={a,6},C={a,c},D={c}, 则 BSEA,CSEA,DSEA,DEC。 
同 理 ,NGEZSQSERSEC, 但 ZSN。 
显然 对 于 任意 集合 A, 都 有 ASA。 
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定义 3.2 设 A,B 是 任意 两 个 集合 ,如 果 ASB 且 BSA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 作 
A=B, 其 形式 化 表述 为 
A=BSOACBABCA 
证 明 两 个 集合 相等 ,主要 利用 这 个 互 为 子 集 的 判定 条 件 。 
定义 3.3 如果 集 合 A 的 每 一 个 元 素 都 属于 B ,但 集合 B 中 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 A， 
则 称 A 为 B 的 真子 集 , 记 作 ACB。 其 形式 化 表述 为 
ACBeE(VnD (rE A>rEB)N(IVWyEBAyEGA) 
ACBSOAEBNAZB 
例如 ,NCZCQCRCC, 但 NEN。 
定义 3.4 不 包含 任何 元 素 的 集合 为 空 集 , 记 作 名 。 其 形式 化 表述 为 
B= {zr|P(zr) A -P(x)} 
其 中 ,P(z) 是 任意 谓词 。 
定理 3.1 空 集 是 任意 集合 的 子 集 , 即 对 于 任意 集合 A, 有 A。 
证 明 : 假设 BSA 是 假 , 则 至 少 有 一 个 元 素 z, 使 得 zxE 如 且 x FA, 然而 空 集 名 不 包含 
任何 元 素 , 所 以 以 上 假设 不 成 立 , 即 如 和 SA 为 真 。 
根据 空 集 和 子 集 的 定义 ,可 以 看 到 ,对 于 每 一 个 非 空 集合 A ,至少 有 两 个 不 同 的 子 集 A 
和 名 , 即 ASA 各 A, 并 且 称 它们 是 A 的 平凡 子 集 。 一 般 来 说 ,A 的 每 一 个 元 素 都 能 确 
定 A 的 一 个 子 集 , 即 若 cEA, 则 {a}SA。 
定义 3.5 在 一 定 范 围 内 ,如 果 所 有 集合 均 为 某 一 集合 的 子 集 , 则 称 该 集合 为 全 集 , 记 
作 玉 。 对 于 任意 xzEA, 因 为 ASE, 所 以 zxEE, 即 (Vx)(rEE) 恒 真 。 其 形式 化 表述 为 
E= {zx| P(x)V -P(x)} 


其 中 ,P(xz) 为 任意 谓词 。 

设 全 集 EE={a,b,c), 它 的 所 有 可 能 的 子 集 有 : 

S,=2,S={a},S,={b},S;={c},S,={a,b},Ss={ayc} ,Ss={b,c},S1={a,bsc}, 

这 些 子 集 都 包含 在 正中 , 即 S;,SSE(i==0,1,2,…,7) ,但 S;&E。 如 果 把 S; 作为 元 素 ,可 
以 组 成 另外 一 种 集合 。 

定义 3.6 给 定 集合 A, 由 集合 A 的 所 有 子 集 为 元 素 组 成 的 集合 称 为 集合 A 的 宕 集 , 记 
为 P(A)。 

例如 A= {a,b,c)， 

P(A)={@ ,{a}, {6b}, {ce}, {asb}, {asc}, {b,c}, {asbsc}}, 

定理 3.2 若 有 限 集合 A 有 nn 个 元 素 , 则 它 的 寡 集 P(A) 有 2" 个 元 素 。 

证 明 : 应 用 数学 归纳 法 , 当 n= 二 0 时 ,A 为 空 集 ,其 子 集 只 有 空 集 , 即 P(A) 中 只 包含 2 
个 元 素 。 

假设 集合 A 有 ?个 元 素 时 ,其 寡 集 P(A) 有 2" 个 元 素 。 

当 集合 A 有 ?十 1 个 元 素 时 , 设 新 添加 的 元 素 为 a,41, 则 P(A) 中 的 元 素 可 分 为 两 类 : 

(1) 不 包含 元 素 w+ 的 集合 ,其 个 数 为 2"; 

(2) 包含 元 素 cv+i 的 集合 。 

将 元 素 w+ 加 入 到 (1) 中 所 有 的 集合 中 , 则 可 得 到 包含 元 素 w+ 的 集合 ,其 个 数 也 


因此 , 当 集合 A 有 nn 十 1 个 元 素 时 ,其 寡 集 P(A) 有 2 十 2 一 2 个 元 素 。 

综 上 所 述 , 若 集合 A 有 ?个 元 素 , 则 它 的 寡 集 P(A) 有 2" 个 元 素 。 

现在 引进 一 种 编码 ,用 来 唯一 地 表示 有 限 集 的 每 集 元 素 , 现 以 S=={a,5,c) 为 例 来 说 明 
这 种 编码 方法 。 

P(S)=={S;|i€ 了,J 二 {ili 是 二 进 制 数 并 且 000 委 i 委 111) 

例如 ,S;==Son =={5,c} ,Ss 二 Siw= 二 {a,b} 等 。 

一 般 地 ,P(S)=={5,,S1,…,S»_1), 即 


P(S) = {S; | i € ,J = {i|i 是 二 进 制 数 并 且 000…0 二 i 二 111…1} 
a 个 a 个 


人 集合 的 运算 及 恒等式 


集合 之 间 的 关系 和 初级 运算 可 以 用 文 氏 图 形象 地 描述 。 文 氏 图 的 构造 方法 是 首先 画 一 
个 大 矩形 表示 全 集 E( 有 时 为 简单 起 见 可 将 全 集 省 略 ) ,然后 在 矩形 内 画 一 些 圆 ( 或 任何 其 他 
适当 的 闭 曲 线 ), 用 圆 的 内 部 表示 集合 。 不 同 的 圆 代表 不 同 的 集合 ,如 图 3. 1 所 示 , 图 3. 1 中 
的 阴影 部 分 表示 新 组 成 的 集合 。 


集合 4 
图 3.1 文 氏 图 表示 集合 关系 


集合 的 运算 ,就 是 以 给 定 集合 为 对 象 , 按 确定 的 规则 得 到 另外 一 些 集合 。 集 合 的 基本 运 
算 有 并 、 交 、 相 对 补 、 绝 对 补 和 对 称 差 。 
定义 3.7 设 A,B 为 集合 ,A 与 B 的 并 集 AUB. 交 集 ANMB,B 对 A 的 相对 补 集 A 一 B 
分 别 定义 如 下 : 
AUB=(zlzEAVzEB 
AmnmB={(zlzcAAzEB) 
A—B={x|xz-€AAzrg¢B} 
由 定义 可 以 看 出 ,AUB 由 A 和 B 中 的 所 有 元 素 构 成 ,ANB 由 A 和 B 中 的 公共 元 素 
构成 ,A 一 B 由 属于 A 但 不 属于 B 的 元 素 构 成 ,例如 
A= {a,b,c}, B= {a}, C= {6,d} 
则 有 
AUB= {abc}s ANB {a}, A—B {b,c}, B—-A=2, BNC=8 
如 果 两 个 集合 交集 为 忆 , 则 称 这 两 个 集合 是 不 交 的 ,例如 B 和 C 是 不 交 的 。 
两 个 集合 的 并 和 交 运 算 可 以 推广 到 个 集合 的 并 和 交 。 
AUAU…UA.=(zlrzEAVyzEAV…VzEA 
a f= ee 


上 述 的 并 和 交 可 以 简 记 为 局 A; 和 得 Ai, 即 
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UA=AUAU-…UA, 


DA=A (MA NM se fAs 
并 和 交 运 算 还 可 以 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 情况 。 
Da=AUAU 


DA=ANAN. 

定义 3.8 设 A,B 为 集合 ,A 与 B 的 对 称 差 集 AQ 中 B 定义 为 

A@®@B= (A—B)U(B—-A)= (AUB)—(ANB) 
例如 A={a,b,c},B={6,d}, 则 ABB= {a,c,d}。 
定理 3.3 证 明 (A 一 B)U(B 一 A)=(AUB) 一 (ANB)。 
证 明 : 对 任意 z， 
zE(AUB) 一 (AmB) 
SrEAUBArEANB 
SrEAUBA "(rEANMB) 
SO(rEAVrIEB)A "(rEAANMrEB) 
多 (ZEAVZzEB)ACzEAVzEB) 
SO(rEANrEA)V (rEANrEB)V (rEBANrEAV (rEBArEB) 
SGDV(rEANrEB)V (rEBNArEAVG 
OrEANrEB)V (rEBANrEA) 
SrEA—BVrEB-—A 
SrE(A—B)U(B—A) 
因此 ,(A 一 B)U(B 一 A)=(AUB) 一 (ANMB)。 
定义 3.9 设 巨 为 全 集 ,A 为 集合 ,ASE, 则 A 的 绝对 补 集 一 A 定义 为 

~A=E—A={z|zrEEAzg¢A)} 
因为 已 是 全 集 ,zE 巨 是 永 真 命题 ,所 以 一 A 可 以 定义 为 
~A=E—A={r|zx¢A) 
例如 E={a,b,c,d},A={a.b,c), 则 ~~A=={d})。 
以 上 所 定义 的 集合 之 间 的 基本 运算 的 文 氏 图 表示 可 以 参考 图 3. 2。 
根据 以 上 对 集合 基本 运算 的 定义 ,可 以 得 到 集合 论 中 的 关于 集合 运算 的 基本 定律 。 
S ANMA=A 
Ss, pr 汪 
S AU(BUC)=(AUB)UC 
| 


Ss (ANBNC=ANGBNO 
S (AMB)BC=AM(BOC) 
Ss AUB=BUA 

S; An2-ana| ea 
S A@B=BOA 


Kore 


2 


AUB A-B 


图 3.2 应 用 文 氏 图 表示 集合 之 间 的 基本 运算 
S AN(BUC=(ANB)UANO) 


Su Pigy=AUpsficaUag| 细作 
Sn ANE=A 

Se AUG=A| ， 

Ss A—2=A 周刊 

Su 4A 田 Cg=A 

Ss AI go= 节 ) 

Se AUE=E } 

Sr AN~A=% 

Se AU~A 民 | 入 全 人 

Ss AUC(ANB)=A 

so A A 

Sn A—(BUO=(A—B)N(AT—C) 

Ss A—(BNC)=(A—B)U(A—OC) 

Ss ~(AUB)=~AN~B , 
Sn ~(ANB)=~AU~B edi 
Ss 一 好 = 下 

Sx ~E=@ 

Ss 一 ~A4A=A 双重 否定 律 


除了 上 述 定律 ,还 有 一 些 关 于 集合 运算 性 质 的 重要 结论 。 
Ss ANBEA,ANBEB 


SASAUB,BSAUB 
5 .BA 
人 
Ss A—B=A—ANB 
Ss AN(B—O=aNB)—ANC) 
S, AU(B-O0OEAUUB)—(AUO 
Ss A@@BEAUB 
Ss AQ@A4A= 节 
S1 ANM(B-A)=8 
Ss AU(B-—A)=AUB 
下 面 选 证 其 中 的 一 部 分 ,在 这 些 证 明 中 大 量 用 到 命题 逻辑 的 等 值 式 , 在 叙述 中 采用 半 形 
式 化 的 方法 。 在 集合 之 间 关 系 的 证 明 中 ,主要 涉及 两 种 类 型 的 证 明 ,一 种 是 证 明 一 个 集合 为 
另 一 集合 的 子 集 , 另 一 种 是 证 明 两 个 集合 相等 。 
证 明 一 个 集合 为 男 一 个 集合 的 子 集 的 基本 思想 是 : 设 P,Q 为 集合 公式 ,和 欲 证 PSEQ, 即 
证 对 于 任意 的 x 有 xzEP=>zEQ 成 立 。 
例 3.1 证 明 S, 即 AU(B 一 C) 二 (AUB) 一 (AUC) 。 
证 明 : 对 于 任意 六， 
zE(AUB) 一 (AUC) 
SrEAUBNeEAUC 
SreeEAVeEeEBDBN rEA VEL) 
SO(rEAVIEB)A(r¢EANrEO) 
SrEBNzEANrEC 
>r€EBArEC 
>r€EAV(riEBArEO) 
OrEAV(rEB-OC) 
Sr€EAUB-O) 
因此 ,AU(B-C) 二 (AUB) 一 (AUC) 。 
证 明 两 个 集合 相等 的 基本 思想 是 : 设 P,Q 为 集合 ,和 欲 证 P=Q, 即 证 PSEQAQSEP 为 
真 , 也 就 是 证 明 对 于 任意 有 >zEP=>zEQ 和 ZzEQ=>zEP 成 立 。 对 于 某 些 恒等式 可 以 将 
这 两 个 方向 的 推理 合 到 一 起 ,就 是 zxE PerzEQ。 
例 3.2 证 明 S, 即 ANM(B 一 CO)=(ANMmB) 一 (ANOC)。 
证 明 : 对 于 任意 zx， 
rE€E(ANB)—-ANO 
SrEANBArEANC 
SO(rEANrEBAN -rEANrEO) 
OrEANrEB)N(rEAVrIEO) 
SO(rEANrEBArEA)V(rEANrEBAriEO) 
SGV rEANrEBANrEOC) 
SrzEcAAzEBAzgkC 


SrEAArEB-C 
Sr€EAN(B-O) 
因此 ,ANn(B 一 0O)=(ANMB) 一 (ANO)。 
由 此 可 以 看 出 ,集合 运算 的 规律 和 命题 演算 的 某 些 规律 是 一 致 的 ,所 以 命题 演算 的 方法 
是 证 明 集 合 等 式 的 基本 方法 。 除 此 之 外 ,证 明 集 合 等 式 还 可 以 应 用 已 知 等 式 带 入 的 方法 。 
例 3.3 证 明 S, 即 AN(B 一 CO)=(ANMB) 一 (ANnO)。 
证 明 : AN(B 一 C)=ANBN~C 
又 
(AnB) 一 (AncC) 
aNBN ND 
(ANBN(~AU~O) 
=(ANBN~AU(ANBN~O 
=ANBN~C 
因此 ,ANMn(B 一 0)=(A4NMB) 一 (ANO)。 
例 3.4 证 明 S;, 即 (A@®B)@@C=A@@(B@O)。 
证 明 : 
(AMB)M@C=((ADBDN~OU(~(AMBB NO 
=(((AN~BU(~ANBY)N~OU~ AN~BU 
(~ANB)NO 
=((AN~BN~OU(~ANBN~O)U(~AUBN 
(AU~B)NO) 
=((AN~BN~OU(~ANBN~O)UU~AUBNA)U 
((~AUB)N~BNO 
=((AN~BN~OU(~ANBN~O)UCU~ANA)U 
(ANB)U(~AN~BU BN~BY NO 
=((AN~BN~OU~ANBN~O)UUGSUANBU 
(~AN~B)U@O)NO 
=(AN~BN~OU(~ANBN~OUGANBNOU 
(~AN~BNO 


同时 又 有 

A@ (B@O) 
=(ANMN~(BO@OO)U(~AN(BOO) 
= XA MCB M0) UC~ BAONW U ~ AM CBN UC BN OW 
0 i es Wn es De pA roy Wn sy ee oo Ml 6») 
=WN~BNBUAN~BN~OUANBNO VAaNcNn~eU 
(~ANBN~OU(~AN~BNO 
=BUAUN~BN~OUGANBNOUSGU 
(CVU 人 BNC 
=(AN~BN~COUANBNOU~ANBN~OU~AN~BNO 
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SA 离散 数学 
因此 ,(A®BB)®@BC=A@(BOOC). 
除了 上 述 的 基本 定律 和 重要 结论 之 外 ,还 可 以 利用 某 些 集合 之 间 的 已 知 关系 ,推导 出 这 
些 集合 之 间 的 另外 一 些 关系 。 
例 3.5 证 明 A®8B=A@®@C=>B=C。 


证 明 : 已 知 A 四 B 一 4A@C, 所 以 有 
4A 田 (4 田 B) =A 田 (4 田 C) 


>(A@A)®@B= (4 田 A) 田 C 
ZB=YZOC 
SB=C 
例 3.6 证 明 AUB=BSASCBSANB=ASA 一 B=。 
证 明 : 证 AUB=B=>ASB。 


对 于 任意 x， 
EArEAVrEB=>r+E€EAUB=>rE€ BB( 因 为 AUB=B) 


因此 ,AEB。 
加 证 ASB=>ANMmB=A。 
显然 有 AP BSA, 再 证 ASAmB。 


对 于 任意 x， 
rE AFrEANzE ArEANrEBHNACDS2EAaRNB 


因此 ,ASANB, 所 以 有 ANMB=A。 
@ 证 A 站 B=ASA 一 B=8。 


A—B 
=ANM~B 
二 (A 站 mB) 首 ~ B( 因 为 ANNB= A) 
=ANYG 
= 

@ 证 A 一 B=B=>AUB=B。 
AUB=BU(A-B=BUSL=B 


本 例 给 出 了 ASB 的 另外 3 种 等 价 的 定义 ,这 不 仅 为 证 明 两 个 集合 之 间 的 包含 关系 提 


供 了 新 方法 ,同时 也 可 以 用 于 集合 公式 的 化 简 。 
例 3.7 化 简 (CAUBUONCAUB)) 一 (CAU(B 一 0) 几 A)。 
解 : 因为 AUBSAUBUC.ASAU(B 一 C0), 由 此 可 得 


((AUBUONTAUB)—UAAU BC NA 
=(AUB)—A 
=B-A 


人 有 穷 集 的 计数 和 包含 排斥 原理 


使 用 文 氏 图 可 以 很 方便 地 解决 有 穷 集 的 计数 问题 。 首 先 根据 已 知 条 件 把 对 应 的 文 氏 图 
画 出 来 。 一 般 来 说 ,每 一 条 性 质 决定 一 个 集合 ,有 多 少 条 性 质 , 就 有 多 少 个 集合 。 如 果 没 有 
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特殊 的 说 明 ,任何 两 个 集合 都 画 成 相交 的 ,然后 将 已 知 的 元 素 个 数 填 人 该 集合 的 区 域内 。 通 
常 从 nn 个 集合 的 交集 填 起 ,根据 计算 的 结果 将 数字 逐步 填 和 人 所 有 的 空白 区 域 。 如 果 交 和 集 的 
数字 是 未 知 的 ,可 以 将 其 设 为 xz, 之 后 再 根据 题目 中 的 条 件 , 列 出 一 次 方程 或 方程 组 ,就 可 以 
求 得 所 需要 的 结果 。 
例 3.8 求 1 一 1000 之 间 ( 包 含 1 和 1000 在 内 ) 不 能 被 5 整除 的 数 、 不 能 被 6 整除 的 数 
以 及 不 能 被 8 整除 的 数 共 有 多 少 个 ? 
解 : 设 
S= slmEZNLTE 到 000} 
A={r|xE€SAz 可 被 5 整除 } 
了 ={zlzESAz 可 被 6 整除 } 
C={(zlzESAz 可 被 8 整除 } 
用 |P| 表 示 有 穷 集 P 中 的 元 素 个 数 ， Lz| 表示 小 于 等 于 xz 的 最 大 整数 ,lem(xi ,zs，…， 
ZX, ) 表 示 zi ,Ts，… sz， 的 最 小 公 倍数 , 则 有 
| A |=|1000/5 | = 200 
1B|=|1000/6 |= 166 
1C1=|1000/8 |= 125 
1 ANB|=|1000/lcm(5,6) |= 33 
1 ANCI=[1000/lcm(5,8) |= 25 
1 BNCI=|1000/lem(6,8) |= 41 
I1ANBNMNCI=|1000/lcm(5,6,8) |= 8 
将 这 些 数字 填 入 文 氏 图 ,得 到 图 3. 3。 由 图 3. 3 可知, 不 能 被 5,6 和 8 整除 的 数 有 
1000 一 (200 十 100 十 33 十 67) 600 个 
例 3.9 对 24 名 会 外 语 的 科技 人 员 进 行 掌握 外 语 情 况 的 调查 ,统计 结果 如 下 : 会 英 、 
日 , 德 和 法 诸 的 人 分 别 为 13,5,10 和 9 人 ,其 中 同时 会 英语 和 日 语 的 有 2 人 ,会 英 \ 德 和 法 请 
中 任 两 种 语言 的 都 是 4 人 。 已 知 会 日 语 的 人 既 不 懂 法 请 也 不 懂 德 语 ,分 别 求 只 会 1 种 语言 
( 英 、 德 法 .日 ) 的 人 数 和 会 3 种 语言 的 人 数 。 
解 : 令 A,B,C,D 分 别 表示 会 英 、 德 ,法 .日 语 的 人 的 集合 。 根 据 题 意 画 出 文 氏 图 如 
图 3.4 所 示 。 设 同时 会 3 种 语言 的 有 x 人 ,只 会 英法 或 德语 1 种 语言 的 分 别 为 y ,ys 和 ys 
人 。 将 工 和 yi1,ys，y3 填 入 图 3.4 中 相应 的 区 域 ,然后 依次 填 和 人 其 他 区 域 的 人 数 。 根 据 已 知 
条 件 列 出 方程 组 如 下 : 


1 十 2(4 一 ZT) 十 YX 十 2 二 13 
yz 十 2(4 一 Xx) 十 T= 二 9 
% 十 2(4 一 xz) 十 z= 二 10 
Ni 十 yo 十 y3 十 3(4 一 Xz) 十 == 19 
解 得 z=l1,%n=4,ys =2,ys =3。 
定理 3.4( 包 含 排斥 原理 ) 设 S 为 有 穷 集 ,P, ,P: ,…,P, 是 n 个 性 质 。S 中 的 任何 元 
素 z 或 者 具有 性 质 P;, 或 者 不 具有 性 质 P;, 两 种 情况 必 居 其 一 。 令 A; 表示 S 中 具有 性 质 
P; 的 元 素 构成 的 子 集 , 则 S 中 不 具有 性 质 Pi ,P: ,…,P, 的 元 素数 为 


I~AN~AN-N~AI=ISI- DIAl+ 2 1ANA,| 
i=1 


1<i<j<n 


= 于 | 有 人 二 二 三 业 | 六 册 生 证 ii 


1<ii<kt<n 
证 明 : 设 S 为 全 集 , 由 德 ， 摩 根 定律 可 得 
~AiN~A NN~ A =~ ChiU A UU A,) 
因此 
=A = NW 
=| S | 一 | 4 Ua UU | 
由 此 , 原 定 理 可 变 为 


IAUAU-…UA,lI= 214A 2 1A4.NAa,| 
i=1 lSigjSn 


+ BD) IANANA+TE+D IANAN.-NA,| 


lgi<j<hen 
应 用 数学 归纳 法 对 上 式 进行 证 明 。 
当 n=2 时 ,证 明 |A1UA:|=|Ai| 十 |As1 一 |A1NA:|。 
车 AiNnAs== 名 ,有 |A1UA:1=|Ail 十 |Ai1, 则 |A1UAs|=|Ai|l 十 1A:1 一 |Ai 站 A;| 


成 立 。 
车 Ai 由 As 关 多 ,有 |Ai|==|(A1 由 A2)UCA1N~A2)|=|A1 As| 十 |A1 门 一 As | 成立 。 
于 是 |AN 站 ~As|=|Ai| 一 |Ai1 门 A |, 则 
1A1U A;,| 

一 | (hi NN A) U Ch NN~ A)U As| 

=| (CAi (| A2) U As) U CAi N\~ £32) | 

=| A: U (Ai NN~ As) 1 

=|A: |+| A N~A:| 

=|Ail+|A:|—|AifA,l| 
因此 , 当 n=2 时 ,1|A1UA;|=|Ai| 十 |As | 一 |Ai 门 As | 成 立 。 

假设 


[IAUAU--…UAl= 2 1A 2 1ANA,l] 


i=1 1<i<j<n 


+ 2 ANANATE+CD™T|IANA NNA,| 


lSi<j<hen 


成 立 , 则 
[WU as U UA | 
=| (AUA4AU…UA4)UA | 
三 | Uy UA Ua UVaAANAnl 
=|AUA:U…UA,ltlAn Il- (A NAn)U 
(站 AU 人 AD 


=214AI- 2 IANA| 
i=1 1<i<j<n 
HH > ANANAI+tR+D" |IANAN..NA,| 
lSi<j<hen 
上 | Amn -他 IAAnaal- 2 1ANANAmn | 
1 一 1 1<i<j<n 


FF 2 ANANANARI+R+DT |ANA NN AN Am |] 


lSigj<khen 
baa 
=214I- 2 1ANA,| 
i=1 1<i<j<ntl 
# 有 J 
lS<i<j<hentl 
因此 ,定理 得 证 。 


根据 包含 排斥 原理 , 例 3. 8 中 所 求 的 元 素数 为 

[= BC| 

19M 王 村 二 ILBIHIElEEC NB I BME = Nel 

1000 一 (200 十 166 十 125) 十 (33 十 25 十 41) 一 8 二 600 

例 3.10 求 欧 拉 函 数 的 值 。 欧 拉 函 数 $(n) 表 示 {0,1,…,n 一 1} 中 与 n 互 素 的 数 的 个 
数 。 例 如 $(12) 二 4, 因 为 与 12 互 素 的 数 有 1,5,7,11。 下 面 利用 包含 排斥 原理 给 出 欧 拉 函 
数 的 计算 公式 。 

解 : 给 定 正 整数 n,n 二 ph p22…p2 为 n 的 素 因子 分 解 式 , 令 

A;= 二 {rT10 过 zx 二 n 一 1 人 p; 整除 zx} 


那么 
= NA MN 
下 面 计算 等 式 右边 的 各 项 ， 


|2|1= 于 ，= 11,2 
pi 


[aN = LETS 
站 机 | pip; id 


根据 包含 排斥 原理 
SD= [A My (Ms fe | 


4 一 (器 寺 本 二 A GD 
1 pp: ps pip: pps Prips pip2**pbr 


例如 ,$8(12) 1 人 1 3)( §) 12X 二 X 芝 4。 


习题 


1. 写 出 下 列 集合 的 表示 式 。 

(1) 所 有 一 元 一 次 方程 的 解 组 成 的 集合 。 

(2) xz’ 一 1 在 实数 域 中 的 因 式 集 。 

(3) 直角 坐标 系 中 ,单位 圆 内 (不 包括 单位 圆 ) 的 点 集 。 
(4) 极 坐标 系 中 单位 圆 外 (不 包括 单位 圆 ) 的 点 集 。 
(5) 能 被 5 整除 的 整数 集 。 


2. 设 有 某 电 视 台 拟 制定 一 项 时 长 半 小 时 的 节目 ,其 中 包含 戏剧 、 音 乐 与 广告 。 


目 都 定位 为 5 分 钟 的 倍数 且 不 为 0, 试 求 
(1) 各 种 时 间 分 配 情况 的 集合 
(2) 戏剧 分 配 的 时 间 较 音乐 多 的 集合 
(3) 广告 分 配 的 时 间 与 音乐 或 戏剧 所 分 配 的 时 间 相 等 的 集合 
(4) 音乐 所 分 配 的 时 间 恰 为 5 分 钟 的 集合 。 
3. 给 出 集合 4A.B 和 C 的 例子 ,使 得 AEB,BEC 而 AEC。 
4. 确定 下 列 命题 是 否 为 真 。 
(1) SEL 
(2) DEG 
(3) GE{G 
(4) OE! 
(5) {a,b 
(6) {a,b we 

(7) {a,b} Et{a,b,{{a,b}}} 

(8) {a,b}E{a,b,{{a,b}}} 

5. ASB,AEB 是 可 能 的 吗 ? 请 予以 证 明 。 

6. 确定 下 列 集合 的 客 集 。 

(1) {a, {a}} 

(2) {{1,{2,3}}} 

(3) {ZG ,a,{5)} 

(4) P(O) 

(5) P(P(@)) 

7. 设 A={B),B=P(P(A))， 

(1) 是 否 BEB? 是 否 BSB? 

(2) 是 否 {B}EB? 是 否 {@B}SB? 


} 
2} 
Slab,c, (a,b}} 
a 
cl 


} 
} 
} 
HE 


每 项 节 


(3) 是 否 {{ 如 )}€EB? 是 否 {{ 纪 SGB? 

8. 设 某 集合 有 101 个 元 素 , 试 问 

(1) 这 些 元 素 可 构成 多 少 个 子 集 ? 

(2) 其 中 有 多 少 个 子 集 的 元 素 个 数 为 奇数 ? 

(3) 是 否 会 有 包含 102 个 元 素 的 子 集 ? 

9. 设 S={a1,as，,…,as),B; 是 S 的 子 集 ,由 B, 和 Bs: 所 表达 的 子 集 是 什么 ? 应 该 如 何 


确定 子 集 {as ,as ,ar} 和 {a vas } 。 


10. 设 4={zlz<5AzEN},B={(zlz<7Az 是 正 偶 数 }), 求 AUB,AmnB。 
11. 设 A={zlz 是 book 中 的 字母 },B=={x|z 是 black 中 的 字母 }, 求 AUB,ANB。 
12. 给 定 自然 数 集合 的 下 列子 集 : 


A=1{1,2,7,8} ,B= {ili?<50} 

C={ili 被 3 整除 人 0<i<30} 

D=={i|2*: AkET+ 入 0&6}(I+ 为 正 整 数 集 ) 
求 下 列 集合 : 


CI AUCBUCCUDY) 

(2) AN CBN CND)) 

(3) B 一 (AUC) 

(4) (~ANB)UD 

13. 证 明 对 所 有 集合 A,B,C 有 (AmnB)UC=Am(CBUC) , 当 且 仅 当 CSA。 
14. 证 明 对 所 有 集合 A,B,C, 有 

(1) (A 一 B) 一 C=A 一 (BUC)， 

(2) (A—B)—C=(A—C)—B; 

(3) (4 一 B) 一 C=(A 一 C) 一 (B 一 C) 。 

15. 确定 以 下 各 式 的 运算 结果 ， 
SNDIADING}) {GO})}— GG ,{G})}—{G}。 

16. 假设 A 和 B 是 E 的 子 集 , 证 明 以 下 各 式 中 每 个 关系 式 彼此 等 价 。 
(1) AEB,~BE~A,AUB=B.ANB=A 

(2) ANB=2,AES~B,BE~A 

(3) AUB=E,~AEB,~BEA 

(4) A=B,A®@B=2 

17. 化 简 下 述 集合 公式 。 

(1) (AnB)U(CA 一 B) 

(2) (AU(CB 一 A)) 一 已 

(3) ((A—B)—OU(A—B NOUUANB)—OUANBNO 
(4) (ANBNOUAN~BNOU~ANBNO) 

18. 设 A,B,C 是 任意 集合 ,分 别 求 使 得 下 述 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 。 
(1) AUB=A 

(2) A—B=A 

(3) A—B=B 
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(5) A®BB=A 

(6) A 四 B 王 所 

(7) (4 一 B) 门 (CA 一 C) = 一 A 

(8) (4 一 B)U(A 一 C) = 好 

(9) (A—B)N(A—O=% 

(10) (4A 一 B) 四 (4A 一 C)= 弛 

19. 借助 于 文 氏 图 ,考察 以 下 命题 的 正确 性 。 

(1) 车 A,B 和 C 是 已 的 子 集 ,使 得 ANBS~C 和 AUCSB, 则 ANC= 儿 。 

(2) 车 A,B 和 C 是 EE 的 子 集 ,使 得 AS~(BUC) 和 BES~(AUC), 则 B=。 

20. 设 A,B,C 为 任意 集合 , 试 判断 下 面 命题 的 真 假 。 如 果 为 真 ,给 出 证 明 , 和 否则 给 出 
反例 。 

(1) ACBABEC=>ACC 

(2) A#BAN Bz#C=>AzC 

(3) (4A 一 B)U(B 一 C)=A 一 C 

(4) (A—B)UB=A 

(5) (AUB)—A=B 

(6) (ANB)—A=2 

(7) AUB=AUC=B=C 

(8) CEAACEB=>CEANB 

(9) AEBSOP(A)EP(B) 

(10) PCA)NP(B)=P(ANMB) 

(11) P(A)YUP(B)EP(AUB) 

21. 设 在 10 名 青年 中 有 5 名 是 工人 ,7 名 是 学 生 ,其 中 兼 具有 工人 与 学 生 双 重 身份 的 青 
年 有 3 名 , 求 既 不 是 工人 又 不 是 学 生 的 青年 有 几 名 。 

22. 求 1 一 250 之 间 能 被 2,3,5 和 7 中 任何 一 个 整除 的 整数 个 数 。 

23. 某 足 球 队 有 球员 38 人 ,篮球 队 有 球员 15 人 ,棒球 队 有 球员 20 人 ,三 队 队 员 总 数 58 
人 , 且 其 中 只 有 3 人 同时 参加 三 个 队 , 试 求 仅 同时 参加 两 个 队 的 队员 共有 几 人 。 

24. 据 调 查 , 学 生 阅读 杂志 的 情况 如 下 : 60% 读 甲 种 杂志 ,50% 读 乙 种 杂志 ,50% 读 丙 
种 杂志 ,30% 读 甲 种 与 乙 种 杂志 ,30% 读 乙 种 与 丙种 杂志 ,30% 读 甲 种 与 丙种 杂志 ,10% 读 三 

(1) 仅 读 两 类 杂志 的 学 生 的 百分比 ; 

(2) 不 读 任 何 杂志 的 学 生 的 百分比 。 


在 日 常生 活 中 ,我们 都 十 分 熟悉 关系 这 个 词 的 含义 ,例如 夫妻 关系 、 同 事 关 系 、 上 下 级 关 
系 、 位 置 关系 等 。 在 数学 中 ,关系 可 表达 集合 中 元 素 间 的 联系 。 在 计算 机 科学 中 ,关系 的 概 
念 也 具有 重要 意义 。 例 如 ,数字 计算 机 的 逻辑 设计 和 时 序 设计 中 ,都 应 用 了 等 价 关系 和 相 容 
关系 的 概念 。 在 编译 程序 设计 ,信息 检索 数据 结构 等 领域 中 ,关系 的 概念 都 是 不 可 缺少 的 ， 
常常 使 用 复合 数据 结构 ,诸如 阵列 、 表 格 或 者 树 去 表达 数据 集合 ,而 这 些 数据 集合 的 元 素 间 
往往 存在 着 某 种 关系 。 在 算法 分 析 和 程序 结构 中 ,关系 的 概念 起 着 重要 作用 。 

本 童 首先 讨论 关系 的 基本 表达 形式 ,然后 给 出 关系 的 运算 ,最 后 讨论 几 种 常用 的 关系 。 


41 多 重 序 元 与 笛 卡 儿 乘积 


定义 4.1 由 两 个 元 素 x 和 y 按 一 定 顺序 排列 成 的 二 元 组 叫 作 序 偶 或 有 序 对 , 记 作 
<zr,y>, 其 中 工 是 序 偶 的 第 一 元 素 ,> 是 序 偶 的 第 二 元 素 。 

与 集合 不 同 , 序 偶 是 元 素 顺序 相关 的 概念 , 即 z 关 > 后 二 zy 二 夫 二 yz 二 ,而 两 个 序 偶 
相等 的 充 要 条 件 是 两 个 序 偶 的 第 一 元 素 相 等 且 第 二 元 素 相 等 , 即 一 zy 二 一 二 uv 二 全 xz 一 
4Ay 一 zw。 例如 集合 {1,2} 和 {2,1} 表 示 同 一 个 集合 ,而 二 1,2 之 和 所 2,1 之 则 表示 平面 上 不 
同 的 点 , 即 不 同 的 序 偶 。 

例 4.1 已 知 <z 十 2,4 之 一 <5,2z 十 y 盖 , 求 x 和 >y。 

解 : 由 序 偶 相 等 的 充 要 条 件 可 得 

= 
(et =4 


解 得 zx 一 3,y 一 一 2。 
应 该 指出 的 是 , 序 偶 二 a,5 二 两 个 元 素 不 一 定 来 自 同 一 个 集合 ,它们 可 以 代表 不 同类 型 
的 事物 。 例 如 ,a 代表 操作 码 ,6b 代表 地 址 码 , 则 序 偶 二 a,5 二 就 代表 一 条 单 址 指令 。 
把 序 偶 的 概念 加 以 推广 ,可 以 定义 重 序 元 。 例 如 ,三 重 序 元 是 一 个 序 偶 , 它 的 第 一 元 
素 是 一 个 序 偶 , 一 般 记 作 二 二 x,y ,x 二 ,为 方便 起 见 , 把 它 简 记 为 <x,y,z>。 
以 此 类 推 ,” 重 序 元 是 一 个 序 偶 , 它 的 第 一 元 素 是 (2 一 1) 重 序 元 ,并 可 记 作 过 二 mm ，…， 
加 -1 广 yzs 二 。 给 定 两 个 ww 重 序 元 过 之 DW,2 i 这 8 记 和 过 过 ai yay i> ydy 记 ， 
于 是 可 有 
ZINN > > =a > > 
Sr = a A Ce oz 一 aa 应 


因此 可 把 重 序 元 改写 成 二 zi ,zs，… ,zx, 记 ,其 中 第 i 个 元 素 通 常 称 作 重 序 元 的 第 i 
个 坐标 。 
定义 4.2 设 A 和 B 是 任意 两 个 集合 。 若 序 偶 的 第 一 元 素 是 A 的 一 个 元 素 , 第 二 元 素 
是 B 的 一 个 元 素 , 则 所 有 这 样 的 序 偶 集合 , 称 为 A 和 B 的 笛 卡 儿 乘积 , 记 作 AXB, 即 
AXB= {<z,y>|Ixz€EAAyEB} 
由 排列 组 合 的 知识 不 难 证 明 , 如 果 |A|=m,|1B|=n, 则 |AXB|=mn。 
笛 卡 儿 乘 积 运算 具有 以 下 性 质 。 
(1) 对 任意 集合 A ,根据 定义 有 
AxX2Z=2, GXxXA=G 
(2) 一 般 来 说 , 笛 卡 儿 乘 积 运算 不 满足 交换 律 , 即 
AXB 关 BxXA( 当 A 关 BAB 了 如 人 A 关 B 时 ) 
例 4.2 设 A={a,B},B={1,2}), 试 求 AXB,BxXA,AXA,(AXB)N (BXA)。 
解 ; AXB={<a,1> ,<a,2>,<8,1> ,<p,2>} 
BA=(< la 
AXA={<a,a> ,<a,B> ,<p,o> ,<p,B>} 
(AXB)N(BXA)=8 
(3) 笛 卡 儿 乘积 运算 不 满足 结合 律 , 即 
(AXB)xC 关 AX(BXO( 当 A 关 BAB 了 如 AC# 作 时 ) 
这 是 因为 (AXB) XC 的 第 一 元 素 是 序 偶 , 第 二 元 素 是 C 中 的 元 素 ,而 AX(BXC) 的 第 
一 元 素 是 A 中 的 元 素 ,第 二 元 素 是 序 偶 ,由 于 二 <a,p> ,c>> 王 一 a,b,c> ,而 一 a,<0,c>>> 
关 <a,b,c 之 ,所 以 <a,6> ,ec 之 关 <a,<b,c>>。 因 此 (AXB)XC#AX(BXC)。 


例 4.3 设 A={a,B},B=={1,2} 和 C={c), 试 求 (AXB)XC 和 AX(BXC)。 
解 : 
(txb) KO= (nl pl 


{ 
0 0 ep 
= 
= 
(4) 笛 卡 儿 乘积 运算 对 并 和 交 运 算 满足 分 配 律 , 即 
AxX(BUC)=(AXB)U(AXO); 
©® AX(BNC)=(AXB)N(AXO); 
©® (AUB)xC=(AXOU(BXO); 
@ (ANB)xC=(AXO NBXOC), 
我 们 只 证 等 式 O ,其 余 等 式 留 给 读者 证 明 。 
证 明 : 任 取 二 z,y 二 , 则 
<iy>E AX(BUC) 
SrEANyEBUC 
SrEAN(yEBVyEO) 
SO(rEANyEBV(rEANyEO) 
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SZry>E AXBV<ry >E AXC 
SO<zy>E (AXBU (AKC) 

因此 ,有 AX(BUC)=(AXB)UCAXC) 。 

(5) AECABED=>AXBECXD., 

证 明 : 任 取 二 x,y 二 ,有 

<ry>EAXB>rEANyEB>+rECNAyED 
(因为 ASECABSED)> 王 一 xzy>>ECxXxD) 

因此 ,ASCA BSED=>AXBESECXxD。 

下 面 给 出 个 集合 的 笛 卡 儿 乘积 的 定义 。 设 A 二 {A;)<i<, 是 加 标 集 合 ,集合 Al ,As,…， 
A, 的 笛 卡 儿 乘积 可 以 表示 成 

i241 = A XAs XXA, 

例如 

A = AXA,XAs= {<zxi,z rs >|r EAN Zz EA, A zx EA,} 

对 于 个 集合 的 笛 卡 儿 乘 积 来 说 , 同 理 可 有 

Ai XA:X…XA， 
一 ((AXA:)XA:)X…XA， 
一 (<zzezm>>lrzcEAAzcEAA…AzEA) 
由 此 可 以 看 出 个 集合 的 笛 卡 儿 乘积 是 用 n 重 序 元 来 定义 的 。 
集合 A 的 笛 卡 儿 乘积 AXA 记 作 A? ,与 此 类 似 ， 
AxXAxXA=A’ 
A XA,X.…XxA,=A”" 
其 中 A;=Ain =A(i=1,2,…,n 一 1)。 
如 果 所 有 的 A; 都 是 有 穷 集 合 , 则 n 个 集合 的 笛 卡 儿 乘积 的 基数 为 
l= 


@.2 关系 的 基本 概念 


定义 4.3 设 nEN 且 Ai,As,…,A, 为 n 个 任意 集合 , 若 集 合 RS X A， 则 称 尺 为 
Ai,As，,…,A, 间 的 nn 元 关系 ; 若 "一 2, 则 称 尽 为 A, 到 As 的 二 元 关系 ,简称 关系 ; 车 R= 
名 , 则 称 尺 为 空 关系 ; 车 R 二 XA,, 则 称 尺 为 全 关系 ; 车 Ai==As= 二 … 二 A, = 二 A, 则 称 尺 为 
A 上 的 nn 元 关系 。 

例 4.4 设 集合 A=={2,3,5,9) , 试 给 出 集合 A 上 的 小 于 或 等 于 关系 ,大 于 或 等 于 关系 。 
解 : 令 集 合 A 上 的 小 于 或 等 于 关系 为 R, ,大 于 或 等 于 关系 为 R, ,根据 定义 4.3 应 有 
Rr= i 

区 
= 
EM I hs NW} 
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例 4.5 令 R={<2n>|In€EN} 

R,={=<n,2n> |nEN)} 

Rs={<n,m,k> |n,m,kENAR tm =k’} 

根据 上 面 的 定义 可 知 ,R, 是 N 上 的 一 元 关系 ,Rs 是 N 上 的 二 元 关系 ,Rs 是 N 上 的 三 元 


<4 


<3, 


若 序 偶 二 z,y 二 属于 尺 , 则 记 作 一 z,y 二 ER 或 zxRy ,否则 记 作 一 zy 二 代 R 或 zRy。 
下 面 给 出 两 个 关系 相等 的 概念 。 
定义 4.4 设 尺 为 A,A:,…,A, 间 的 元 关系 ,Rs 为 B,,B,,…,B 间 的 痉 元 关系 ,如 果 
(1) n=m; 
(2) 车 1<i<n, 则 A,=B,; 
(3) 把 R 和 R 作为 集合 看 ,R 一 R: 。 
则 称 a 元 关系 RR, 和 m 元 关系 R, 相等 , 记 作 R 一 R: 。 
例 4.6 设 R 为 从 N 到 NN 的 二 元 关系 ,R, 和 Rs 都 是 ZZ 上 的 二 元 关系 ,并 且 
Ri={<n,m>|InENAmENAm=n+t1}, 
R= {<nnt+l1>|In€EZAn>0}, 
R={<|n| ,ln|+1>|n€E2Z}, 
虽然 从 集合 的 观点 看 ,有 Ri 二 R= 二 Rs ,但 作为 二 元 关系 看 , 却 是 Ri 天 R 和 Rs 二 Rs。 
定义 4.5 ”对 任意 集合 A, 定 义 A 上 的 全 域 关系 Es 和 A 上 的 恒 等 关系 14 为 
EaA={<zx,y>|x€EAAyEA}=AXA 
IAA 一 { 一 zz>lzEcAAzEA 
例 4.7 设 A 一 (1,2,3,4}, 求 以 下 关系 下。 
(1) R=(<z,y>|z 是 y 的 倍数 }; 
(2) R={<z,y>|(z—y)*€A); 
(3) R=({<z,y>|z/y 是 素数 }; 
(4) R={<zx,y> |zzy}。 
解 : 
Cm R= 
[2 R= 


,3 ,<=4,2>}; 


(3) R={<2,1> ,<3,1> ,<4,2>}; 
(4) R=FE,—I={<1,2>,<]1,3> ,<]1,4> ,<?,1> ,<?2,3>,<?,4>,<3,1>, 
2>,<3,4>,<4,1>,<4,2>,<4,3}。 


人 3 关系 的 运算 


算 。 


关系 作为 序 偶 的 集合 ,集合 的 运算 并 、 交 、 相 对 补 、 绝 对 补 和 对 称 差 都 可 以 作为 关系 的 运 
除 此 之 外 ,关系 特有 的 基本 运算 还 有 以 下 7 种 。 
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定义 4.6 设 尺 是 二 元 关系 。 
(1) R 中 所 有 序 偶 的 第 一 元 素 构 成 的 集合 称 为 R 的 定义 域 , 记 作 domR ,其 形式 化 表 
示 为 
domR = {xz| jy(<zx,y >E€ R)} 
(2) R 中 所 有 序 偶 的 第 二 元 素 构成 的 集合 称 为 R 的 值 域 , 记 作 ranR ,其 形式 化 表示 为 
ranR= {y| 3zx(<zx,y>E€ R)} 
(3) R 的 定义 域 和 值 域 的 并 集 称 为 R 的 域 , 记 作 fldR ,其 形式 化 表示 为 
fldR = domR U ranR 
例 4.8 设 R={<1,2>,<1,3>,<2,4 放 ,<4,3 二 }, 则 
domR={1,2,4), 
ranR= {2,3,4}, 
dR=(1,23ys 
定义 4.7 设 R 是 二 元 关系 ,将 R 中 每 个 序 偶 的 第 一 元 素 同 第 二 元 素 交 换 后 所 得 到 的 
关系 称 为 R 的 逆 关 系 ,简称 R 的 逆 , 记 作 R71! ,其 形式 化 表示 为 
R={<zrzy>|< yr >ER 
定义 4.8 设 下 ,G 为 二 元 关系 ,G 对 下 的 右 合成 记 作 。G, 其 形式 化 表示 为 
FeG= {<z,y>| 3t< zt>EFA<ty>EG)) 
例 4.9 设 F={<3,3 二 ,<6,2 二 },G={<2,3}, 则 
FF!={08 S26)s 
FeG={<6,3>}, 
G°F={<2,3>}。 
类 似 地 也 可 以 定义 关系 的 左 合成 , 即 
FeG= {<z,y>| 3t(<zrt>EGA<iy>E DD} 
如 果 把 二 元 关系 看 成 一 种 作用 ,zRy 即 一 rz.y>ER 可 以 解释 为 x 通过 R 的 作用 变 到 
y ,那么 右 合 成 FeG 与 左 合成 FoG 都 表示 两 个 作用 的 连续 发 生 。 所 不 同 的 是 , 右 合成 F*G 
表示 在 右边 的 G 是 合成 到 已 上 的 第 二 步 作 用 ; 而 左 合成 F*G 则 恰好 相反 ,其 中 下 是 合成 到 
G 上 的 第 二 步 作 用 。 这 两 种 规定 都 是 合理 的 ,正如 在 交通 规则 中 有 的 国家 规定 右 行 ,有 的 
家 规定 左 行 一 样 。 本 书 采用 右 合 成 的 定义 ,而 在 其 他 的 书 中 可 能 采用 左 合成 的 定义 ,请 读者 
注意 两 者 的 区 别 。 
定义 4.9 设 尺 是 二 元 关系 ,A 是 集合 。 
(1) R 在 A 上 的 限制 记 作 R 1 A, 其 形式 化 表示 为 
RIA= {<z,y>|zRyAzrEA} 
(2) A 在 R 下 的 像 记 作 RLAJ, 其 形式 化 表示 为 
RLA] = ran(R TtA) 
不 难看 出 RIA 是 R 的 子 关 系 ,而 RLA] 是 ranR 的 子 集 。 
例 4.10 设 R={<1,2>,<1,3>,<2,2>,<2,4 放 ,<3,2 二 }, 则 
R= 
RI'Y=Y, 
R= 
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RL{1}]={2,3}, 
RLZ]=%, 
R[{3}]={2}。 


为 了 使 关系 运算 表达 式 更 为 简洁 ,我 们 对 关系 运算 的 优先 级 做 了 进一步 规定 : 首先 , 关 
系 运算 中 的 逆 运 算 优 先 于 其 他 运算 ,而 所 有 关系 特有 的 运算 都 优先 于 其 从 集合 继承 而 得 的 
运算 ,最 后 ,对 于 没有 规定 优先 级 的 运算 以 括号 决定 运算 顺序 。 例 如 
ranF™!, FeGUF.H, ran(FtA) 


等 都 是 合理 的 表达 式 。 
下 面 考虑 这 些 基 本 运算 的 性 质 。 
定理 4.1 设 下 是 任意 关系 , 则 
(1) (F771) 7 =F; 
(2) domF !=ranF,ranF !=domF, 
证 明 : 


(1) 任 取 二 zx,y 二 ,由 道 运 算 的 定义 有 
<wy>EM NGO<yr EE MO<zry>EF 
因此 ,(CF- 一 一 下 。 
(2) 任 取 z， 
EdomF SIy(<ry EF OIy<yr >E DOrE ranF 
因此 ,domF 一 一 ranF。 
同 理 可 证 ranF 一 一 domF 。 
定理 4.2 设 F,G,H 是 任意 关系 , 则 
(1) (F°G)° H=F°(G°H); 
(2) (FeG) !=G oF !, 
证 明 : 
(1) 任 取 二 zx,y 之 ,有 
< EF GH 
OIt(<rt EF GA<i,y>EH) 
IKINC i>EF Nir>EG NA<iy>E H) 
SI (Er EFATsAHS>EGNZiy>E HY 
SIs(<zr,s SEFA I3i(<s't>EGA<t,y>EH)) 
SIs(<zr,s SEF A<s,y>EG°H) 
SZ<ry>EF.(G°H) 
因此 ,(F*G)。H=F°*(G°H)。 
(2) 任 取 二 zx,y 二 ,有 
ry EE 
Sh ri>EFaAG 
SIt(<yt >EF A<i,r>EG) 
IM SEG N<HySEe Er) 
SO<ry>EG* TF 
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因此 ;0PsG) 二 一 GTloE-。 
定理 4.3 设 F,G 为 任意 关系 , 则 
0 CURD =R" i 
Le i 
证 明 : 只 证 (1) ,其 他 留 作 练习 。 
任 取 王 zxz,y 之 ,有 
<ry>E (CR U Re) 
SZ<yr>ERUR, 
SO<y,r>ERIV<y,r>ER, 
SO<zry>ER V<ry>E Rr 
OZry>E RU Rz 
因此 ,(R1UR,)-!=Ri!'URz!。 
定理 4.4 设 R 为 A 上 的 关系 , 则 
Reh=I1*R=R 
证 明 : 任 取 王 xz,y 之 ,有 
<zry>ER OLrt TE RNA<t,y>E 1) 
SIt(<rt ERNt=y=><ry>ER 


又 因为 
<ry>ER><r,y>ERNyEA 
><ry>ERA<y'y>EL 
ry>ER 
因此 ,R*1=R。 


同 理 可 证 I4*R=R。 

定理 4.5 设 F,G,HH 为 任意 关系 , 则 

(1) Fe (GUH)=F°*GUF°H; 

(2) (GU H)°F=G°FUH.F; 

(3) Fe (GN H)EF°GNFeH:; 

(4) (GN H)* FEG°FNH°F, 

证 明 : 只 证 (1) 和 (3) ,其 他 留 作 练 习 。 

(1) 任 取 <<z,y>, 则 

<zry>EF. (GUH) 
SIt(<zrt>EFA<t,y>EGUH) 
OIt(<AtEEFA(<ty>EGV<iy>E H)) 
OIt((<zrt >EFA<ty>EOV (<rit>EFA<t,y>E H)) 
SE NBEOY WrSe FNABISEe 天 
OLYy>EF. GV<riy EFeH 
Ory>EF.GUF.H 
因此 ,F* (GU H)=F*GUF*H。 
(3) 任 取 一 rz,y 盖 ,有 
<ry>EF. (GNH) 


OIt<rt>EFA<ty>EGNH) 
SI >E FA(<iy>EGA<iy>E H)) 
GILIHSEF AN<iySEON (<intSEF NA<ty>E H)) 
SIN 和 TNE FNZHy>EON LiS>E FA<HS>E HH) 
Sry>EF. GA<zry>EF*H 
SZry>EFGNF-H 

因此 ,F° (GN H)EF°GNF°H.。 

由 数学 归纳 法 不 难 证 明定 理 4.5 的 结论 对 于 有 限 多 个 关系 的 并 和 交 也 是 成 立 的 , 即 有 
R。(CRUR U…UR.) 一 R.RUR。R U…UR。R， 
(RUR:U-UR).R=R RUR。RU…UR。R 
及 。(CR 站 Rn …nmR)ER。R mnR。R nn…PmR。R。 

(RMR MN NR). RERI-: RNR,-. RNBE NR..R 

定理 4.6 设 下 为 关系 ,A,B 为 集合 , 则 

(1) FI(AUB)=FIAUFRSB; 

(2) FLAUB]=FLA]UFLB] 

(3) FFM(ANMNB)=F MANFTB; 

(4) FLANBJ]EFLAJNFLB], 

证 明 : 只 证 (1) 和 (4) ,其 他 留 作 练习 。 

(1) 任 取 <<z,y 过 ,有 

<zy>EFI(AUB) 
OZ<ry>EFArEAUB 
SFNGEAY ED 
SZ >EFNEAMDV Ty >EFhSEDB) 
SG<ry>EFIAV<ry>EFIB 
SO<ry>EFNIAUFNB 
因此 ,FTNCAUB)=FTNAUFTB。 
(4) 任 取 y, 有 
j 姜 天 到 人 到 

SIz(<ry>EFArEANMB) 

Samay 和 EFNGEANTED) 

SOIzx((<zr,y>EFArEA)N(<zry>EFAzrEB)) 

ITN 和 >E FNEAMN Kw >EFNIED 

Sy € FL[LA] A y € FLB] 

yA NTN 
因此 ,FL[ANBJSFLAJNFLB]。 

上 述 对 关系 的 合成 运算 可 以 推广 到 一 般 情况 。 如 果 R, 是 从 A, 到 A，, 的 关系 ,Rs 是 从 

As 到 A; 的 关系 ,…,R, 是 从 A。 到 A,+1 的 关系 , 则 无 括号 表达 式 Ri* R,。…。R, 表达 了 从 
Ai, 到 A,+1 的 关系 。 特 别 地 , 当 Ai 一 A: 一 … 一 A, 一 AH 一 A 和 Ri 一 Ri… 一 R, 一 R 时 ,也 就 
是 说 当 集合 A 上 的 所 有 R; 都 是 同样 的 关系 时 ,A 上 的 合成 关系 Ri。R,。…。R， 可 表达 成 
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R" ,并 称 作 关系 及 的 宕 。 
定义 4.10 ”给 定 集合 A,R 是 A 上 的 二 元 关系 。 设 nEN, 于 是 R 的 n 次 竹 R" 可 按照 
如 下 方式 定义 。 
(1) R" 是 集合 A 中 的 恒 等 关 系 14, 即 
RB 
toy R= 
定理 4.7 给 定 集合 A,R 是 X 上 的 二 元 关系 。 设 m,nEN, 则 
(1) R™°R"=R"t"; 
C2) RR 
证 明 : 用 数学 归纳 法 。 
(1) 对 于 任意 给 定 的 mEN, 对 nn 用 归纳 法 。 
车 n==0, 则 有 
R"。R" = R"° I= R" 一 Rn 
假设 R"R" 二 R"t", 则 有 
R" 。 R"t! = Rn 。(R" 。 R) = (R" 。 R")° R= R"™" .R= R""t 
因此 ,对 于 任意 m,nEN, 有 R"。R" 一 R"+"。 
(2) 对 于 任意 给 定 的 mEN, 对 n 用 归纳 法 。 
若 n==0, 则 有 


三 二 
假设 (R")" 一 R” , 则 有 
(RE 
因此 ,对 于 任意 mnzEN, 有 (R")" 一 Rom 。 
定理 4.8 设 A 为 n 元 集 ,.R 是 A 上 的 关系 , 则 存在 自然 数 s 和 ,使 得 R= 二 R'。 
证 明 : R 为 A 上 的 关系 ,对 于 任意 自然 数 k,R* 都 是 AXA 的 子 集 ,又 知 |AXA|=， 


1P(CAXA)|=2”, 即 AXA 的 不 同 子 集 仅 2” 个 。 当 列 出 的 血 R',R',R?，…,R” 时 , 必 
存在 自然 数 * 和 + ,使 得 R= 二 R'。 

定理 4.9 设 尺 为 集合 A 上 的 关系 , 若 存在 自然 数 y,t(s<< 世 使 得 尺 一 及 , 则 

(1) 对 任何 REN 有 R+4 一 Re; 

(2) 对 任何 &,i EN 有 R'+*ti 一 Ri ,其 中 p= 二 t 一 s; 

(3) 令 S={R°,R',…,R'} , 则 对 于 任意 的 g€EN, 有 R*E S。 

证 明 : 

(DD R=ReR =R'R=R"+. 

(2) 对 用 归纳 法 。 

车 k= 二 0, 则 有 

Rti 一 Ri = RT 

假设 RT+*+i= 二 Ri, 其 中 p= 二 1 一 s, 则 

Rt trDeti Rtitp a Reti Rr? Ri 震 及 2 Reti Rti Ri Ri 
因此 ,对 于 任意 &,iEN, 有 
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RHeti 一 Ri 
(3) 任 取 gE€EN, 车 g<i, 显 然 有 R"ES。 若 gq 之 1, 则 存在 自然 数 k 和 i 使 得 g 一 * 十 Ap 十 
i, 其 中 0 过 i 过 p 一 1。 由 此 可 得 
Ra = RH 一 Ri 
由 于 s 十 i 二 s 十 p 一 1=s 十 t 一 s 一 1=t 一 1, 因 此 ,对 于 任意 的 gE€N, 有 R'ES。 
通过 上 面 的 定理 可 以 看 出 ,有 穷 集 A 上 的 关系 尺 的 睾 序 列 是 一 个 周期 变化 的 序列 。 


.4 关系 的 性 质 


定义 4.11 设 尺 为 集合 A 上 的 二 元 关系 
(1) 若 对 每 个 zEA, 皆 有 一 z,z 二 ER, 则 称 尺 为 自 反 的 ,其 形式 化 表示 为 
尺 是 自 反 的 富 (Vz)(r E€E A 之 xz,r >E€R) 
(2) 若 对 每 个 z€EA, 丝 有 二 x,xFR, 则 称 RR 为 反 自 反 的 ,其 形式 化 表示 为 
尺 是 反 自 反 的 舍 (Vx)(r €E A 一 zx,r >¢ R) 

(3) 对 任意 的 z,yEA, 若 二 zy 二 ER, 则 二 y,z 二 ER, 就 称 尺 为 对 称 的 ,其 形式 化 表 

示 为 
R 是 对 称 的 舍 (Vxz)(Vy)(z,y EAA<zry>ER><y,r>ER) 

(4) 对 任意 的 z,yEA, 若 <z,y>ER 且 一 y,z 二 ER, 则 xz 一 y, 就 称 尺 为 反对 称 的 ,其 

形式 化 表示 为 
RR 是 反对 称 的 人 (Vx)(Vy)(r,y EANA<zxy>ERANA<y'r>ER>7r=y) 

(5) 对 任意 的 zy,zEA, 若 <z,y>ER 且 一 ,=>>ER, 则 zz>ER, 就 称 尺 为 可 

传递 的 ,其 形式 化 表示 为 
及 是 可 传递 的 拓 (Vz)(YVy)(CVz)(zyzEAA 人 < 一 zy 之 E 
民有 过 >E Rs EEE R) 

(6) 存在 rz,y,<EA 并 且 一 rz,y>>ERA 一 ,<>>ER 而 <z,x 二 代 R, 则 称 尺 为 不 可 传 

递 的 ,其 形式 化 表示 为 
尺 是 不 可 传递 的 全 (3x)(3y)(32)( 过 x,y>ERA<y,z>ERANA<zr,z>¢R) 

例 4.11 考虑 自然 数 集合 N 上 的 普通 相等 关系 “一 ”, 大 于 关系 “之 ”和 大 于 等 于 关系 
“三 ”, 则 显然 有 

(1)“ 二 ”关系 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 、 可 传递 的 ; 

(2)“ 二 ”关系 是 反 自 反 的 、 反 对 称 的 、 可 传递 的 ; 

(3) “三 ”关系 是 自 反 的 、 反 对 称 的 、 可 传递 的 。 

例 4.12 空 集 多 上 的 二 元 关系 显然 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 、 反 自 反 的 、 可 传递 的 。 

定理 4.10 设 R 为 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 

(1) R 在 A 上 自 反 当 且 仅 当 IaSR; 

(2) R 在 A 上 反 自 反 当 且 仅 当 RNIh=@2; 

(3) R 在 A 上 对 称 当 且 仅 当 R=R !; 

(4) RR 在 A 上 反对 称 当 且 仅 当 RNR Ia; 
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(5) R 在 A 上 可 传递 当 且 仅 当 R*RER。 

证 明 : 

(1) 必要 性 , 即 尺 在 A 上 自 反 地 IASR。 

任 取 二 zx,y 二 ,由 于 R 在 A 上 自 反 必 有 

<ry>EDr,yEAANr=y><r,y>ER 

因此 有 TSR。 

充分 性 , 即 SR 过 >R 在 A 上 自 反 。 

任 取 xz, 有 

TEA 一 一 zz>EJ> 一 zzr>ER 

因此 有 尺 在 A 上 是 自 反 的 。 

(2) 必要 性 , 即 尺 在 A 上 反 自 反 坟 RN 1 二 名 ,用 反 证 法 。 

假设 RNI 隆 如, 必 存 在 zx,yERNI4, 由 于 14 是 A 上 的 恒 等 关 系 ,从 而 推出 TEAA 
二 x,X 之 ER, 这 就 与 RR 在 A 上 反 自 反 相 矛盾 。 

充分 性 , 即 RN 二 过 R 在 A 上 反 自 反 。 

任 取 xz, 有 

rEAS<zrzr>ElLzrr>ER (HF 于 RNK= 2) 

因此 ,R 在 A 上 反 自 反 的。 

(3) 必要 性 , 即 R 在 A 上 对 称 二 R= 二 R71!。 

任 取 <<z,y 之 ,有 

<<z,y 二 ER 鳄 二 y 民 二 ER( 因 为 尺 在 A 上 对 称 ) 扰 天 zy 二 ERT 

因此 ,R=R-。 

充分 性 , 即 尽 =R- 一 R 在 A 上 对 称 。 

任 取 二 zx,y 二 ,由 R=R7! 得 

<ry>ER><y,r ER ><y,r>ER 


因此 ,R 在 A 上 对 称 。 

(4) 必要 性 , 即 尽 在 A 上 反对 称 >RNR™ S14。 

任 取 <<z,y>>, 有 

<ry>ERNR: 
><ry>ERA<zry>ER' 
字 <zy>ERA<yz>ER 
全 工 一 y( 因 为 R 在 A 上 反对 称 ) 
><zr,y>ELI 
因此 ,RnmR-SR。 
充分 性 , 即 RmR-ST=R 在 A 上 反对 称 。 
任 取 <z,y 盖 ,有 


元 人 过 二 上 
之 天 zy 二 ERA<zy 二 ER 
><zry>ERNR 
zy E (NRN R'E NY 


>r=y 
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因此 ,R 在 A 上 反对 称 。 
(5) 必要 性 , 即 R 在 A 上 可 传递 Re*RSR。 
任 取 二 zx,y 二 ,有 
< zy 二 ER。R 一 3ti<zt>ERA<ty>ER) 
过 > 二 zy ER (因为 R 在 A 上 可 传递 ) 
因此 ,Re RER。 
充分 性 , 即 Rr:RCR=>R 在 A 上 可 传递 。 
任 取 二 zx,y 二 ,二 y,zER, 有 
<zy>ERNA<y,z>E Rr >ER: RT<r,z>ER (因为 Re RER) 
因此 ,R 在 A 上 可 传递 。 
利用 定理 可 以 从 关系 的 集合 表达 式 来 判断 或 证 明 关系 的 性 质 。 
例 4.13 设 A 是 集合 ,R 和 RR 是 A 上 的 关系 ,证 明 : 
(1) 车 Ri ,Rs 是 自 反 的 , 则 Ri UR 也 是 自 反 的 ; 
(2) 若 Ri ,R, 是 对 称 的 , 则 RUR, 也 是 对 称 的 ; 
(3) 若 Ri,R, 是 可 传递 的 , 则 Ri 门 R; 也 是 可 传递 的 。 
证 明 : (1) 由 于 Ri 和 R: 是 A 上 的 自 反 关系 , 故 有 TSER, 和 TSER:。 从 而 可 得 I4 导 
RiUR,, 因 此 RiUR; 在 A 上 是 自 反 的 。 
(2) 由 于 R 和 Rs 是 A 上 的 对 称 关 系 , 故 有 Ri 二 Ri' 和 Rs 二 Rs'。 任 取 二 zx,y 二 ,有 
ry>ERUR 
OL<ry>ERV<ry>ER, 
SO<ry>ERN V<zr,y >E Ra 
SOG<ry>E RURz 
SZij>ER UY RY 


因此 ,Ri UR 是 对 称 的 。 
(3) 由 RI 和 尽 , 的 传递 性 有 Ri RISER 和 R,*R, 丑 R, ,再 使 用 定理 得 
(CR 站 RD)。CR 站 R:) 
ER。R nmR。Rs mmR。R NR,.R, 
ERi MN Ri) MN Ri Rs 站 Rs Ri 
ER NMR: 
因此 Ri 门 R; 是 可 传递 的 。 


4.5 关系 的 表示 


在 以 上 的 章节 中 ,给 出 了 描述 关系 的 形式 化 定义 ,这 一 节 将 研究 描述 关系 的 强 有 力 工 
具 一 一 关系 图 和 关系 矩阵 。 

定义 4.12 设 A 和 B 为 任意 的 非 空 有 限 集 ,R 为 任意 一 个 从 A 到 B 的 二 元 关系 。 以 
AUB 中 的 每 个 元 素 为 结 点 ,对 每 个 <z,y>ERAzEAAyEEB 皆 画 一 条 从 z 到 y 的 有 向 


边 ,这 样 得 到 的 一 个 图 称 为 关系 R 的 关系 图 。 
例 4.14 设 A=(2,3,4,5,6},B 一 (6,7,8,12}, 从 A 到 也 的 二 元 关系 尺 为 
及 一 (一 zy>lzEAAyEBANzr 整 除 y 
于 是 有 
R={<oA Cb 
<4,8>,<=4,12>,<=6,6>,<=6,12>} 
其 关系 图 如 图 4. 1 所 示 。 ® @ 
可 以 看 出 关系 图 明确 地 反映 了 关系 的 某 些 性 质 。 他) 
如 果 关 系 尽 是 自 反 的 , 则 每 个 结 点 上 都 有 一 条 从 自身 问 
出 发 又 指向 自身 的 环 边 ; 如 果 关 系 是 反 自 反 的 , 则 任 
何 结 点 上 没有 带 环 的 边 ， 如 果 一 个 关系 尺 既 不 是 自 反 ”一 
的 ,也 不 是 反 自 反 的 , 则 在 某 些 结 点 上 有 带 环 的 边 ,而 © © 
在 某 些 结 点 上 没有 带 环 的 边 。 图 4.1 例 4.14 的 关系 图 
如 果 关 系 是 对 称 的 , 则 从 一 个 结 点 到 另 一 个 结 点 
间 必 定 有 往返 两 条 弧 线 。 如 果 关 系 是 反对 称 的 , 则 在 两 个 结 点 间 只 会 存在 单 向 弧 线 。 
图 4.2 给 出 了 具有 各 种 性 质 的 关系 的 关系 图 。 当 集合 中 元 素 的 数目 较 大 时 ,关系 的 图 
解 表 示 就 不 是 很 方便 ,由 于 计算 机 上 表达 和 矩阵 并 不 困难 ,所 以 人 们 试图 寻求 关系 的 矩阵 


i “(8 


(a) xRy (b) xRx (©) xRyAyRy (d) xRyAyRx 
© (3) 
O 
(e) xRyAyRzAzRx (人 ) 对 称 关系 (g) 反对 称 关 系 


图 4.2 具有 各 种 性 质 的 关系 的 关系 图 


定义 4.13 给 定 两 个 有 限 集合 X 一 {ziyz，…,zo} 和 Y={y,y,…yw},R 是 从 X 到 
Y 的 二 元 关系 。 如 果 有 
i 如 果 < zy 二 ER 
"= {0 如 果 二 zi,y; 之 ER 
则 称 [ry jixuyixixurl 是 R 的 关系 矩阵 , 记 作 Mk。 
例 4.15 设 A={1,2,3,4},R 是 定义 在 集合 A 上 的 二 元 关系 ,并 且 R={(zx,y)1z> 
。 试 求 关系 尺 的 关系 矩阵 。 
解 : 写 出 R 的 所 有 元 素 


SE 


R= {<2,1>,<3,1>,<3,2>,<4,1>,<4,2>,<4,3>} 
于 是 R 的 关系 矩阵 MR 为 
0 
0 
Me = [rs J > 1 


Se © 
~ooo 
-二 一 


例 4.16 设 A={1,2,3),B={a,b,c)},R 是 A 到 B 的 二 元 关系 ,并 且 R={<1,a>， 
二 2,6 二 ,一 3,c 记 ), 试 给 出 R 的 关系 图 和 关系 矩阵 。 
解 : R 的 关系 图 如 图 4. 3 所 示 ,关系 矩阵 如 下 所 


示 。 
和 
人 
2 
3l000001 
Mall lo og a0 oo 
blo 00000 
clo ooooo 


当 给 定 关系 尺 之 后 ,就 能 够 写 出 R 的 关系 和 矩阵; 反之 ,如 果 给 出 
一 个 关系 矩阵 , 则 由 此 可 以 得 出 相应 的 关系 。 通 过 关系 矩阵 很 容易 
讨论 关系 的 性 质 。 如 果 关系 矩阵 主 对 角 线 上 的 值 全 为 1, 则 RR 是 自 
反 的 ; 如 果 主 对 角 线 上 的 值 全 为 0, 则 尺 是 反 自 反 的 ; 如 果 和 矩阵 关于 
主 对 角 线 是 对 称 的 , 则 R 是 对 称 的 ; 如 果 和 矩阵 关于 主 对 角 线 是 反对 © © 
称 的 ( 即 二 1 时 则 一 定 有 六 一 0), 则 尺 也 是 反对 称 的 ; 如 果 对 于 任 图 4.3 例 4.16 的 
意 的 ij ok,ry 一 1 并 且 当 二 1 时 ,一 定 有 ra 二 1, 则 民 是 可 传递 的 ; 关系 图 
若 存 在 i,j,k, 使 得 x 二 1 并 且 ri 二 1 但 xi 了 1, 则 RR 是 不 可 传递 的 。 
例 4.17 给 定 集合 X={1,2,3,4}.Y={2,3,4} 和 2Z={1,2,3}。 设 R 是 从 X 到 Y 的 
关系 ,S 是 从 Y 到 Z 的 关系 ,并 且 R 和 S 给 定 成 
R= {< ya = = 
S= {<yz>|y—z=1)={<21>;<32>; <4,3>} 
试 求 尺 和 S 的 合成 关系 ,并 画 出 合成 关系 图 ,给 出 合成 关系 的 关系 矩阵 。 
解 : 列举 出 所 有 这 样 的 序 偶 二 zx> 一 一 对 于 某 一 个 y, 有 十 y 一 6 和 y 一 > 一 1。 由 上 
述 序 偶 就 可 构成 从 X 到 Z 的 关系 尺 *S。 
二 
在 图 4. 4 中 给 出 了 合成 关系 ReS 的 关系 图 。 


u 要 名 进 123 4 1 2 3 入 
1[0 0 0 0 No 有 下 lo @ TT 0 
2|0 0 0 1 211 DO 0 2IO0 @ 1 0 
Me 一 Ms = Mk.s 一 
30 0 10 3|0 1 0 0 制 仿 时 
4LO 1 O 4L0 0 1 TD Al Ovo0 
设 集合 X 一 {ziyz， ze) YY 一 (yy yy 和 2 一 (zz zj; 及 是 从 X 到 了 
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图 4.4 例 4.17 的 关系 图 


的 关系 ,S 是 从 Y 到 Z 的 关系 ,Max 是 R 的 关系 矩阵 ,并 且 Mx 是 个 m Xn 阶 的 矩阵; Ms 是 
S 的 关系 矩阵 ,并 且 Ms 是 n Xp 阶 的 矩阵。 和 矩阵 Mr 和 Ms 的 第 i 行 和 第 ) 列 上 的 值 分 别 是 
ay 和 bs ,它们 是 1 或 0。 由 关系 矩阵 Mr 和 Ms 可 以 求 出 合成 关系 R。S 的 关系 矩阵 Ms 一 
Mx 人 Ms, 它 是 个 mXp 阶 的 和 矩阵。Mx.s 的 第 i 行 第 j 列 处 的 值 是 C; , 它 也 是 1 或 0。 由 Mk 
和 Ms 合成 的 定义 ,并 使 用 命题 代数 ,可 求 得 两 个 关系 矩阵 Ms 和 Ms 的 合成 矩阵 MR.s 的 元 


素 cj ,于 是 可 有 


cy =V an Nby i=1,2, mj = 1,2,,p (1) 


这 里 ,au 人 b 和 沪 分 别 代表 * 合 取 " 与 “ 析 取 "运算 : au ,by 和 的 值 1 和 0, 可 以 分 别 看 成 是 


命题 真 值 荆 和 下 。 


例 4.18 给 定 集合 X={1,2,3,4,5)},R 和 S 是 X 中 的 二 元 关系 ,并 给 定 成 
a pM | 
S={<42>,<2,5>;<31>;<1,3>} 

试 求 合 成 关系 ReS 的 关系 矩阵 M.s 。 

解 : 首先 求 出 关系 矩阵 Me 和 Ms ,它们 都 是 5X5 的 矩阵 , 即 m==n 二 p 二 5, 于 是 可 有 


Mn 一 


区 全 章 吝 
避 避 一 一 


0 


0 


[~ 


首先 求 得 ca ,下 面 阐明 求 得 cn 的 过 程 。 


aa Mbn 
az 人 bi 
aa 人 bs 
aw 人 bu 
as 人 bs 


a 


0 


一 


Ms 一 


1 


© oor-~-o 


这 样 根据 式 (1) 可 得 a 一 V ab 一 0, 同 理 可 求 得 其 他 的 cy。 于 是 可 有 


79 


NA 
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0 0.00 1 
Or 必 二 看 工 
Mk.s 一 MR 人 Ms=|0 10 0 0 
0 
0 0 0 0 0 


由 定义 可 知 ,如 果 至 少 有 一 个 y; EY, 能 使 <x;,y; 记 ER 和 去 站 ,二 ES, 则 有 二 mi, 习 过 
ER*S。 可 能 会 有 多 个 y; EY 具有 上 述 的 性 质 。 这 样 , 当 扫 描 Mx 的 第 i 行 和 Ms 的 第 j 列 
时 ,如 果 发 现 至 少 有 一 个 这 样 的 j ,使 得 第 i 行 的 第 j 个 位 置 上 的 值 与 第 & 列 的 第 j 个 位 置 
上 的 值 一 样 ,都 是 1, 则 在 Mx.s 的 第 i 行 和 第 k 列 上 记 入 1; 否则 记 入 0。 扫描 过 Ma 的 一 个 
行 和 Ms 的 每 一 列 后 ,就 能 求 得 Mx.s 的 一 个 行 。 采 用 同样 的 方法 ,可 得 到 所 有 其 他 的 行 。 

根据 定理 4. 2 不 难说 明 

Ma, ° (Mr, ° Me,) = (Mi, ° Mr,) ° Mr, = Mr, ° Mr, ° Ms, 
无 疑 , 可 用 MAR， °Me, AM 表达 Ma, :Me, 六 Me, 的 合成 矩阵 。 特 别 当 MAR， 二 AM。 rt 
Mx, 一 Mr 时 ,就 用 Me 表示 这 些 和 矩阵 的 合成 矩阵 。 

也 可 用 关系 图 来 表示 合成 关系 。 

给 定 集合 X,R 是 X 中 的 关系 , 且 miza，…ze DiEX, 按 照 合 成 关系 的 定义 ,对 于 一 
些 ci ,cs，… ,cs-i1 来 说 ,如 果 有 TiRza sa Rs 5 Rzj, 则 有 ziR"ziji。 假 定 尺 的 关系 图 
中 有 结 点 zu ,ze，…'ze ,而 各 条 边 的 走向 是 从 zi 到 zu 到 x, ,… ,从 zx, 到 zz), 则 在 R" 
的 关系 图 中 就 应 有 一 条 边 从 zx; 指向 z;。 为 了 构成 R" 的 关系 图 ,在 R 的 关系 图 中 对 每 个 结 
点 zi 应 首先 确定 出 那些 从 结 点 xz; 出 发 经 过 几 条 边 就 可 以 到 达 的 各 结 点 。 以 后 ,在 R" 的 关 
系 图 中 从 结 点 z; 出 发 到 上 述 各 结 点 ,都 应 画 上 相应 的 边 。 

例 4.19 设 集合 X={0,1,2,3},R 是 X 中 的 关系 。 并 且 给 定 成 

Wt 
给 出 尺 的 关系 图 ,并 画 出 R* 和 Rs 的 关系 图 来 。 

解 : 由 关系 尽 求 得 R 和 Rs 的 关系 如 下 : 

一 
<3,0>}; 

RR R10 N00 000 
< 

R,R? ,Rs 的 关系 图 如 图 4.5 所 示 。 


a A 
A 50) 人 
0) 
Pa AM 
CS3) (CD CG) (CD 

WwW wy SS 

@ 9 © 

(a) R 的 关系 图 (b) R 的 关系 图 (0) RR 的 关系 


图 4.5 例 4.19 的 关系 图 
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若 把 关系 R 中 的 每 个 序 偶 的 成 员 都 加 以 交换 ,就 可 以 求 得 逆 关 系 R 中 的 所 有 序 偶 。 
对 于 zEX 和 yEY 来 说 ,这 就 意味 着 : xRy 咏 yR 7。 

所 以 只 要 把 R 的 关系 矩阵 MR 的 行 和 列 加 以 交换 ,就 可 求 得 逆 关 系 R :的 关系 矩阵 
Mex! ,矩阵 Me-: 是 Mx 的 转 置 , 亦 即 Me-: 二 Me 的 转 置 。 

在 RR 的 关系 图 中 ,简单 地 颐 倒 每 个 弧 线 上 箭头 的 方向 ,就 可 求 得 R 的 关系 图 。 


46 关系 的 闭 包 运 算 


前 面 已 经 介绍 了 如 何 使 用 关系 的 合成 运算 去 构成 新 的 关系 ,下 面 讨论 如 何 由 给 定 的 关 
系 尺 构 成 一 个 新 的 关系 R', 并 且 RSER', 同 时 R' 应 具有 某 些 性 质 。 把 确保 这 些 性 质 的 那些 
序 偶 补充 到 R 中 去 就 可 构成 R'。 给 定 一 个 二 元 关系 及 ' , 它 规定 了 局 部 的 性 质 ,希望 求 得 的 
是 具有 全 面 性 质 的 另 一 个 二 元 关系 R'。 例 如 ,由 R 构成 一 个 可 传递 关系 R'。 在 家 族 关系 
中 也 有 类 似 的 情形 ,如 果 R 是 父子 关系 , 则 R' 可 能 是 祖先 关系 ; 如 果 民 是 子 父 关系 , 则 R' 可 
能 是 后 代 关 系 。 

下 面 定 义 二 元 关系 的 闭 包 运算 。 借 助 于 这 些 运算 可 由 尺 构 成 R'。 

定义 4.14 ”给 定 集合 A,R 是 A 上 的 二 元 关系 。 如 果 有 另 一 个 关系 R' 满 足 : 

(1) R' 是 自 反 的 (对 称 的 、 可 传递 的 ) ; 

(2 RER'S 

(3) 对 于 任何 自 反 的 (对 称 的 、 可 传递 的 ) 关 系 R ,如 果 有 RER”, 则 R'ER。 

则 称 关系 R' 为 R 的 自 反 的 (对 称 的 ,可 传递 的 ) 闭 包 。 并 用 x(R) 表 示 R 的 自 反 闭 包 ,用 
s(R) 表 示 R 的 对 称 闭 包 , 用 +(R) 表 示 R 的 可 传递 闭 包 。 

为 了 构成 一 个 新 的 自 反 的 (对 称 的 、 可 传递 的 ) 关 系 , 应 把 所 有 必需 的 序 偶 补充 到 关系 R 
中 ,这 样 就 能 构成 R 的 自 反 的 (对 称 的 可 传递 的 ) 闭 包 。 定 义 4. 14 中 的 (3) 项 表明 ,除非 必 
要 的 话 ,可 以 不 往 R 中 合并 序 偶 。 这样 R' 是 包含 R 的 满足 某 种 性 质 的 最 小 关系 , 且 R' 是 自 
反 的 (对 称 的 、 可 传递 的 )。 如 果 R 已 经 是 自 反 的 (对 称 的 、 可 传递 的 ) , 则 包含 R 的 且 具 有 这 
种 性 质 的 最 小 关系 ,就 是 R 本 身 。 

定理 4.11 给 定 集合 X,R 是 X 上 的 关系 。 于 是 可 有 

(1) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 x(R)=R; 

(2) R 是 对 称 的 当 且 仅 当 s (R) 二 R; 

(3) R 是 可 传递 的 当 且 仅 当 t(R)==R。 

证 明 : 只 证 (1) ,其 他 留 作 练习 。 

(1) 由 闭 包 的 定义 可 知 RSEr(R) ,又 由 于 尺 是 包含 了 尺 的 自 反 关系 ,根据 自 反 闭 包 的 
定义 有 r(R)SR。 因 此 有 r(R) 王 R。 反 之 ,如 果 CR) 一 尺 , 则 由 自 反 闭 包 定义 可 知 尽 是 自 
反 的 。 

定理 4.12 设 R 是 A 上 的 二 元 关系 , 则 有 

(1) r(R)=RUL; 

(2) sCR) 一 RUR-; 


hs 
(3) CR}= UR'=R! UR:UR’U-…. 
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证 明 : 只 证 (1) 和 (3) ,其 他 留 作 练习 。 

(1) 首先 ,由 于 I,SRUT ,因此 RUT 是 自 反 的 ,所 以 有 CRISRUTA。 

其 次 ,根据 闭 包 定义 以 及 关系 的 自 反 性 ,可 知 REr(R) 和 人 Sr(R), 因 此 有 RUIASEr(R)。 
综 上 所 述 ,可 得 7(R) 二 RUT。 


(3) 首先 证 REV(R) 成 立 , 为 此 只 需 证 明 对 任意 的 正 整数 有 及 "S/(R), 用 归纳 法 。 
当 n==1 时 有 R=R!CSi(R)。 
假设 ReSzCR) 成 立 , 那 么 对 任意 <<z,y 之 有 
ijSE Rr = RR 

SIt<zit>ER A<ty>ER) 

SIN<aHSER Nt,y SE RY 

之 一 zy 二 EL(R)( 因 为 CR) 是 可 传递 的 ) 

因此 ,对 任意 的 正 整 数 n 有 R"Sr(R)。 


再 证 XR)SUR' 成 立 ,为 此 只 需 证 UR 是 可 传递 的 。 
任 取 过 zx,y 二 .二 y,z 二 , 则 
<zy>EUR A<y,:>EUR 
>3t(<zry>ER) A 3s(<y,z>ER') 


>Itjs(<zr,z >E R'. R') 
>ItIs(<r,z>E RY) 
><z.s>EU 及 
因此 ,UUR' 是 可 传递 的 。 
综 上 所 述 ,1(R) 二 UR 
不 难看 出 ,整数 集合 Z 中 ,小 于 关系 “二 ”的 自 反 闭 包 是 “<”, 对 称 闭 包 是 不 等 关系 
“天 ”; 恒 等 关 系 I4 的 自 反 闭 包 是 14 ,对 称 闭 包 是 1 ; 不 等 关系 “ 隆 ” 的 自 反 闭 包 是 全 域 关 
系 , 对 称 闭 包 是 不 等 关系 “天 ”; 空 关 系 的 自 反 闭 包 是 恒 等 关系 I4 ,对 称 闭 包 是 空 关系 。 
例 4.20 给 定 集合 A={a,b,c} .R= {<a,b>,<a,c>,<c,b>} 和 S={<a,6b>， 
去 0,c>,<c,a>} 是 A 上 的 关系 , 试 求 出 KR) 和 1zCS) ,并 画 出 相应 的 关系 图 。 
解 : 
t(R)=RURURU.…=R 
“ns 
= {<ab>, bce>,<oa>,<arc>, < ba>, 
<eb>, <aa>, <hb>; <er>} 
关系 R,S 及 其 传递 闭 包 t(R),t(S) 的 关系 图 如 图 4.6 所 示 。 
由 图 4.6 可 以 看 出 ,i(R) 和 z(S) 都 是 可 传递 的 ,上 且 RSEi(R) 和 SCzi(S)。 往 S 中 增加 一 
些 能 使 S 是 可 传递 的 序 偶 ,就 能 够 由 S 求 得 :(S)。R 本 身 是 可 传递 的 , 它 的 可 传递 闭 包 就 
是 它 自身 。 
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@ @ Q 
© © © © KO 
R, (R) 8 A(S) 


图 4.6 R,tCR),S,t(S) 的 关系 图 
定理 4.13 设 X 是 含有 7 个 元 素 的 集合 ,R 是 X 上 的 二 元 关系 。 于 是 可 有 
z(R) = R: 


证 明 : 要 证 明 此 定理 ,只 需 证 明 对 于 每 一 个 >0 有 R* 三 UR' 即 可 。 假定 <x,y> € 
R* ,这 样 在 R 的 关系 图 中 ,从 结 点 x 出 发 经 过 互相 连接 的 & 条 边 ,就 可 达到 结 点 y。 如 果 忽 
咯 掉 由 各 结 点 引出 的 局 部 封闭 曲线 , 则 互相 连接 的 n 个 结 点 间 , 至 多 有 nn 条 边 。 因 此 ,对 于 
菜 一 个 0<i<n, 可 有 < 过 x,y>ER'。 于 是 ,对 于 z,yEI, 有 R'EUR'. 

例 4.21 设 集合 X=<a,b,c,d 记 ,R 是 X 中 的 二 元 关系 ,R 的 关系 图 如 图 4.7 所 示 ， 
试 画 出 R 的 可 传递 闭 包 zt (R) 二 R!UR?UR?UR' 的 关系 图 。 

解 : R 的 可 传递 闭 包 :(R) 的 关系 图 如 图 4.8 所 示 。 

定理 4.14 设 R 是 A 上 的 二 元 关系 。 于 是 可 有 

(1) 如 果 尺 是 自 反 的 , 则 sGR),:CR) 也 是 自 反 的 ; 

(2) 如 果 R 是 对 称 的 , 则 x(R) ,tz(R) 也 是 对 称 的 ; 

(3) 如 果 R 是 可 传递 的 , 则 r(R) 也 是 可 传递 的 。 


2 pr 
6 @ € 
© © 
图 4.7 R 的 关系 图 图 4.8 zt(R) 的 关系 图 


证 明 : (1) 因为 尺 是 自 反 的 ,所 以 有 JSR, 则 有 JSRUR- ==s(R) 和 SUR= 
t(R) ,因此 s(R) 和 zt(R) 是 自 反 的 。 

(2) 先 证 明 r(R) 是 对 称 的 。 

由 于 R 是 A 上 的 对 称 关系 ,所 以 有 RR 二 R71, 同 时 I4 王 141 ,从 而 可 得 

== 

因此 ,r(R) 是 对 称 的 。 

之 后 证 明 i(R) 是 对 称 的 ,为 了 证 明 这 个 命题 ,需要 证 明 车 R 是 对 称 的 , 则 对 于 任意 n€ 
N, 都 有 R" 是 对 称 的 。 应 用 归纳 法 。 

若 n 二 1, 若 R! 二 R 是 对 称 的 。 
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假设 R" 是 对 称 的 , 则 对 于 任意 <z,y 之 ,有 
< zy 二 ER 多 3 人 zt>ER A<i,y>E R= 
NhosEeER NE DS <yeR 

因此 ,R"™! 是 对 称 的 。 

综 上 所 述 , 对 于 任意 nEN, 都 有 R" 是 对 称 的 。 

下 面 证 明 x(R) 是 对 称 的 。 任 取 二 zx,y 二 ,有 

<ry>EUR)Is (<ry SE RI <yrE Ry,r >ER) 
因此 ,:(R) 是 对 称 的 。 

(3) 任 取 <<z,y>>,< yz 之 Er(R) ,由 于 (CR)= 王 RUTA ,于 是 可 得 

(rw >E RV<zy >EB)N(<hs >ERV<ye>ER) 

由 此 可 得 4 种 情况 。 

@ 天 zy>ER, 一 yz>ER, 由 尺 的 传递 性 可 知 <z,z>ER, 于 是 <z,z>Er(CR) 。 

@ 一 xz,y>Ef ,<y,z>>ER, 由 TA 的 性 质 可 知 z 一 y, 于 是 一 z,z>ER, 得 到 <<z,z> 
ER 

图 <z,y>ER,<y,z>>Epa, 由 A 的 性 质 可 知 y 一 *, 于 是 <z,z>ER, 得 到 <<z,z> 
Er(R)。 

图 天 zy>ER ,<y,z>>Enm ,由 太 的 性 质 可 知 z 一 > 一 z, 于 是 一 z,z 之 El ,得 到 
iE RN 

由 上 可 知 ,无论 对 于 哪 种 情况 ,都 有 <zr,z 之 Er(R)。 

因此 ,r(R) 是 可 传递 的 。 

定理 4.15 设 A 是 集合 ,R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 。 于 是 可 有 

(1) rs(R)=sr(R); 

(2) ri(R)=ir(R);s 

(3) st(R)Cts(R), 

证 明 : 

(my(R=RUL)=RULURUDD "=RUDUYUR "UR =RUR"UL=a@) 

(2) 因为 


wr(R)=t(RUI), n(R)=t(R)UT, 
而 对 于 所 有 的 nEN 有 及 一 有 ,以 及 Ia°*R 二 R14 一 R。 根据 这 些 关 系 式 , 可 有 
(RUL)" =IUUR 
于 是 可 有 
wr(R)= (RU 14) = (RU i 
="R UD UR Ur VE 
= URURUR Us 
= 
= rt(R) 
(3) 不 难 理解 ,如 果 Ri 二 R;, 则 s(R1) 二 s(Rs) 和 +t(R1) 二 +(R,)。 根 据 对 称 闭 包 的 定义 ， 
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有 xs(CR) 二 R。 首 先 构 成 上 式 两 侧 的 可 传递 闭 包 ,再 依次 构成 两 侧 的 对 称 闭 包 , 可 以 求 得 

6( 有 R) 二 上 CR) 和 ss(R) 二 CR) ,而 ts(R) 是 对 称 的 ,所 以 sts(R) 二 ts(R), 从 而 有 太 CR) 二 CR) 。 
通常 用 R' 表示 R 的 可 传递 闭 包 t(R) ,并 读 作 “R 加 ”; 用 R* 表示 R 的 自 反 可 传递 闭 包 

tr(R) ,并 读 作 “R 星 ”。 在 研究 形式 语言 和 编译 程序 设计 时 ,经 常 使 用 R 和 R" 的 闭 包 运算 。 


4.7 特殊 关系 


前 面 介 绍 了 二 元 关系 的 有 关 性 质 ,在 这 一 节 , 我 们 将 看 到 一 个 关系 若 满足 某 些 基本 性 
质 , 则 可 用 于 定义 某 些 重要 类 型 的 特殊 关系 。 


4.7.1 集合 的 划分 和 覆盖 


等 价 关 系 和 相 容 关系 是 二 元 关系 中 两 类 常见 的 关系 。 等 价 关 系 可 以 导致 集合 的 划分 ， 
这 有 助 于 研究 集合 的 各 子 集 ,而 在 解决 开关 理论 中 某 些 极 小 化 问题 时 , 则 要 用 到 相 容 关系 的 
概念 。 

定义 4.15 给 定 非 空 集合 S 及 非 空 集合 A 王 {A, ,A: ,…,A,} ,如 果 有 

(1) A,ESS(i=1,2,°%,n), 


(2) UAi=s, 
则 称 集合 A 是 集合 S 的 覆盖 。 
例如 , 设 集合 S={a,b,c) ,并 且 给 定 S 的 各 子 集 的 集合 A={{a,6} ,b,c)} 和 B={{a)， 
{0,c),{asc)) ,显然 集合 A 和 集合 B 都 是 集合 S 的 覆盖 , 即 覆 盖 不 唯一 。 
定义 4.16 给 定 非 空 集 合 S 及 非 空 集 A = 二 {A1,A,，,…,A,), 如 果 有 
(1) ASS (i=1,2,"…,n), 
(2) A 站 Aj== 名 (i 关 站 或 Ai 门 Aj 关 人 2 (i= 站 )， 
(3) UA=s, 
则 称 集合 A 是 集合 S 的 一 个 划分 。 划 分 中 的 元 素 A; 称 为 划分 的 类 。 如 果 划 分 是 个 有 限 集 
合 , 则 划分 的 秩 表示 划分 的 类 的 数目 。 若 划分 是 个 无 限 集合 , 则 划分 的 秩 是 无 限 的 。 划 分 是 
覆盖 的 特定 情况 , 即 A 中 元 素 互 不 相交 的 特定 情况 。 
例如 设 S==11,2,3} ,考查 S 的 各 子 集 的 下 列 集合 。 
站 = 林寺 
© = 汪 = 0L 放 9 
六 二 = 
显然 集合 A 和 B 是 S 的 覆盖 ,当然 C.D、E 也 都 是 S 的 覆盖 ; 同时 C.D、E 也 是 S 的 划 
分 ,并 且 C 的 秩 是 2,D 的 秩 是 1.E 的 秩 是 3; 而 下 既 不 是 覆盖 也 不 是 划分 ; 集合 S 的 最 大 
划分 是 以 S 的 单个 元 素 为 类 的 划分 ,如 上 面 的 E; S 的 最 小 划分 是 以 S 为 类 的 划分 ,如 上 面 
的 也 。 
定义 4.17 设 A 和 A' 是 非 空 集合 S 的 两 种 划分 ,并 可 表示 成 


-| =D A A = 4 
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如 果 A' 的 每 一 个 类 A;, 都 是 A 的 某 一 个 类 A,; 的 子 ， 
集 , 则 称 划 分 A’ 是 划分 A 的 加 细 , 并 说 成 是 A' 加 细 了 
A。 如 果 A' 是 A 的 加 细 且 A’ 云 A, 则 称 A' 是 A 的 真 


加 细 。 \% 
例如 ,在 上 例 中 划分 已 是 划分 C 的 真 加 细 。 fa Wa 


划分 全 集 EE 的 过 程 ,可 看 成 是 在 表达 全 集 EE 的 文 氏 
图 上 划 出 分 界线 的 过 程 。 设 A.B、C 是 全 集 E 的 三 个 子 
集 。 由 A.B 和 C 生成 的 EE 的 划分 的 类 , 称 为 极 小 项 或 
完全 交集 。 对 于 三 个 子 集 A、.B 和 C 来 说 ,共有 23 个 极 
小 项 ,分 别 用 五 ,五 ,…,7 来 表示 ,如 图 4.9 所 示 。 图 4.9 完全 交集 
由 图 4.9 可 知 


,=~AN~BN~C 
n=~AN~BNC 

1 =~ANBNMN~C 

I;=~ANBNC 

l=AN~BN~C 

I;=ANMN~BNMC 

Is=ANBN~C 

= 人 NBNC 

并 且 有 ,五 ,…,7 是 互 不 相交 的 , 即 
E=hULUEU"UD=-UD, 

一 般 情况 ,如果 Al ,A: ,…',A, 是 全 集 EE 的 nn 个子 集 , 则 由 这 个 子 集 能 够 生成 2" 个 极 
小 项 ,分 别 用 To ,mn ,…,Jz-: 来 表示 它们 。 这 些 极 小 项 互 不 相交 ,并 且 其 并 集 等 于 全 集 已 。 

定理 4.16 由 全 集 E 的 n 个 子 集 Ai,A;,…,A, 所 生成 的 全 部 极 小 项 集合 ,能 够 构成 
全 集 巨 的 一 个 划分 。 

证 明 : 为 了 证 明 这 个 定理 ,只 需 证 明 全 集 忆 中 的 每 一 个 元 素 , 都 仅 属 于 一 个 完全 交集 。 
如 果 xEE, 则 xXEAi, 或 TE~Al; TEAs 或 TE~As;…; XEA, 或 TE~A,。 由 此 可 见 ， 
必定 有 

池上 均 (A 4] 

这 里 A; 或 是 A; 或 是 一 A; 。 试 考查 两 个 不 同 的 完全 交集 TT, 因为 两 个 完全 交集 是 不 同 
的 ,就 是 说 存在 这 样 一 个 i, 使 得 TSA; 和 TS~A;, 因 此 可 有 TSA; 站 ~Ai, 即 T=B; 因 
而 任何 一 个 zEE 都 不 能 同时 属于 两 个 不 同 的 完全 交集 。 

不 难看 出 ,这 里 所 说 的 完全 交集 ,与 命题 演算 中 的 极 小 项 相似 。 但 是 和 极 小 项 的 集合 不 
同 , 极 大 项 的 集合 不 能 构成 全 集 下 的 划分 。 


4.7.2 等 价 关 系 
要 研究 集合 中 的 元 素 ,就 要 研究 它们 的 性 质 , 并且 根据 所 具有 的 性 质 将 其 分 类 ,具有 相 
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同性 质 的 元 素 则 被 看 作 是 一 类 。 

定义 4.18 设 X 是 任意 集合 , R 是 集合 X 中 的 二 元 关系 。 如 果 R 是 自 反 的 、 对 称 的 
和 可 传递 的 ,也 就 是 说 ,如 果 有 以 下 情况 : 

(1 WE 区 RD 

(2) (VI)(Vy)(rEXNyEXNrRy>yRr); 

(3) (VXI)(VY)(Vz)(rEXNyEXNzEXNzrRyNyRz>rRz). 
则 称 R 是 等 价 关 系 。 

如 果 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 R 的 定义 域 domR 是 集合 A 自身 ,所 以 称 R 是 定义 
于 集合 A 上 的 关系 。 实 数 集合 中 数 的 等 于 关系 ,全 集 的 各 子 集 间 的 相等 关系 ,命题 集合 中 
等 价 命题 间 的 恒 等 关 系 等 ,都 是 等 价 关系 。 

例 4.22 给 定 集合 A={1,2,…,7} ,R 是 A 上 的 二 元 关系 ,并 且 R 给 定 成 

R= {<zx,y>>|zEAAyEAA (zr 一 y) 可 被 3 整除 } 

试 证 明 R 是 一 个 等 价 关 系 , 并 画 出 尺 的 关系 图 和 写 出 R 的 关系 矩阵 。 

解 : R 的 关系 矩阵 如 下 。 


1 人工 本 0 
六 
00 100 10 
Mr=|1 00 1001 
0100 10 0 
LT 
Lo 


在 图 4. 10 中 给 出 了 R 的 关系 图 。 由 R 的 关系 矩阵 和 关系 图 可 以 看 出 ,R 是 等 价 关 系 。 


(次 一 人 > 加 


图 4.10 R 的 关系 图 


例 4. 22 是 模 数 系统 中 模 等 价 关 系 的 特定 情况 。 设 Z* 是 正 整数 集合 , 是 正 整 数 。 对 

于 xz,yEZV' 来 说 ,可 将 RR 定义 成 
R= {二 zx,y 记 | zx 一 y 可 被 m 整除 } 

这 里 ,“zx 一 y 可 被 m 整除 ”等 价 于 命题 * 当 用 m 去 除 + 和 y 时 ,它们 都 有 同样 的 余数 ”"。 故 关 
系 尺 也 称 为 模 m 同 余 关 系 。 

定义 4.19 设 交 是正 整数 ,z,yEZ。 如 果 对 于 某 一 个 整数 zz, 有 z 一 > 一 2。72, 则 称 工 
模 等 价 于 > ,并 记 作 

X= y(modm) 


整数 m 称 为 等 价 的 模 数 。 
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显然 ,这 里 是 用 "二 ?表示 模 m 等 价 关系 及 。 
定理 4.17 任何 集合 ASZ 中 的 模 xm 相等 关系 R={ 二 x,y 记 |zx,y€EAAz 三 y(mod m))， 
是 一 个 等 价 关 系 。 
证 明 : 如 果 A== 名 , 则 R 是 个 空 关系 ,显然 RR 是 自 反 的 、 对 称 的 和 可 传递 的 。 
如 果 A 取信, 则 需 考查 下 列 3 条 : 
(1) 任 取 x€EA, 有 xEA 过 (x 一 x)==0，mA0EV>7 三 xr(mod m) 二 之 x,zER。 因 
此 ,R 是 自 反 的 ; 
(2) 任 取 <<z,y>>ER, 有 
<ry SER 
ry(modm > In(r—y=n.:mN\n€ED) 
>In(y—r=(—n) .mA—n€Z2) 
y= 7r(mod m) 
><y,r>ER 
因此 ,R 是 对 称 的 ; 
(3) 任 取 <<z,y>,<y,<>ER, 有 
<ry>,<y,z>ER 
ry(modm) NM yz(mod m) 
之 3tz 一 y= 一 ti。 人 AtEZ)A3sy 一 z= 一 sm AsyEZ) 
之 3t3sz 一 y= 一 to AtEZAy 一 z*= 一 yo ASEZ) 
N= + jm NiEZAs ED 
>In(r—z=n.:mN\nE€2) 
= 三 zx(mod m)=> <z,z>ER 
因此 ,R 是 可 传递 的 。 
综 上 所 述 ,R 是 等 价 关 系 。 
定义 4.20 设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关系 : 对 于 任何 zxEA 来 说 ,可 把 集合 Lz]sSA 规 
定 成 [z]g={y|yEAAxzRy}, 并 称 它 是 由 工 关 于 尺 的 等 价 类 。 
为 了 简单 起 见 , 有 时 也 把 [zj]a 写成 [z] 或 z/R。 不 难看 出 ,集合 [zjJr 是 由 集合 A 中 与 
z 有 等 价 关系 R 的 那些 元 素 所 组 成 的 。 
例 4.23 设 A={a,b,c,d),R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 并 把 尺 给 定 成 
R={<a,a>,<a,b>, <b,a>,<6b,60>, 
od dd} 
试 画 出 关系 图 , 求 出 A 中 各 元 素 关 于 R 的 等 价 类 。 A 
解 : 等 价 关系 如 图 4. 11 所 示 。 由 关系 图 不 难 (9 
看 出 


[oj = [6bJr = {a.6} 
[Lcjx > [djr = {c,d} (a) 
下 面 来 考查 由 集合 A 的 各 元 素 所 生成 的 等 价 类 J 
的 某 些 性 质 。 图 4.11 关系 图 
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定理 4.18 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ,如 果 xzEA, 则 xELz jr。 
证 明 : 对 任何 元 素 z€EA 来 说 ,因为 R 是 自 反 的 ,所 以 有 xzRz, 因 而 有 xzELxjr。 
定理 4.19 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ,于 是 有 
(1) 对 于 所 有 的 zx,yEA, 有 [zj 一 [y]s 或 者 [zj 站 [yJr 二 多; 
(2) WLzje=A, 
证 明 : (1) 车 人 A= 名 ,上 述 结论 显然 成 立 。 因 此 可 假定 A 取 儿 ,而 后 分 两 种 情况 讨论 。 
@ 若 <z,y>ER, 任 取 =E[Lz]e, 则 
<zry>ERAMzE Lz 
SLDIERNSiw>ER 
字 二 yz>ERA<z,z>>ER( 因 为 尽 是 对 称 的 ) 
字 世 yz 二 ER( 因 为 尺 是 可 传递 的 ) 
>z € [yj 
因此 ,[z]jsS[Ly]n。 同 理 可 得 [yjr 守 [xjr ,由 此 可 得 [z]k 一 [y]s。 
@ 若 xz,y FR, 假设 [xjr 站 [yjr 隆 如, 任 取 xE[Lzjr 几 [yjr; 则 
纪检 [zje Nn [y]s 
><i,z>ERA<y,z>ER 
过 二 zx,z 记 E R 人 二 z,y€ R( 因 为 R 是 对 称 的 ) 
><r,y>ER 
与 x,y 室 KR 矛盾 。 因 此 , 当 过 zx,y 和 FR 时 ,[zxjr 站 [yJe=2。 
综 上 所 述 ,对 于 所 有 的 zx,yEA, 有 [zjJr=[y]r 或 者 [zj]g 站 [y]R 一 纪 。 
2D 先 证 明 已 [zJsSA, 任 取 2E 日 [zje' 则 
yxE 以 [zxjx>3z(r € AAyE€ [zs)=yE A( 因 为 [xJr © A) 
因此 , U [zjaSA。 
再 证 明 AC YU [Lzje. 任 取 >EA, 则 
yEA>yE[LynAyEA=y el [zjx 
因此 
4 [xzJj: SA 
综 上 所 述 ， 
> [z] 了 从 
上 述 两 个 定理 说 明 ,对 于 任意 xEA, 必 有 其 关于 尺 的 等 价 类 [zjR。A 的 各 元 素 关 于 尺 
的 等 价 类 必定 覆盖 集合 A ,也 就 是 说 ,它们 的 并 集 是 集合 A。 由 于 任何 两 个 元 素 所 生成 的 尺 
的 等 价 类 是 相等 的 或 互 不 相交 的 ,所 以 ,由 A 的 元 素 所 生成 的 等 价 类 的 集合 决定 了 集合 A 
的 一 种 划分 。 
定理 4.20 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关系 。R 的 等 价 类 的 集合 {[xJalr€EA}, 是 A 
的 一 个 划分 。 
根据 定理 4. 18 和 定理 4. 19 能 够 证 明 此 定理 。 此 定理 说 明 非 空 集合 的 划分 和 集合 中 的 
等 价 关系 之 间 ,存在 一 种 自然 对 应 关系 。 
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定义 4.21 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 把 以 尺 的 所 有 等 价 类 作为 元 素 的 集合 
{[z]alzEA} 称 为 A 关 于 尺 的 商 集 , 记 作 A/R, 也 可 写成 A(mod R)。 

由 定理 4. 20 可 知 ,A 关于 R 的 商 集 A/R 是 对 集合 A 的 一 个 划分 ,并 且 A/R 的 基数 是 
A 关于 R 的 不 同等 价 类 的 数目 ,因此 A/R 的 基数 又 称 为 等 价 关 系 R 的 秩 。 

下 面 来 考查 集合 A 中 的 两 个 特殊 等 价 关系 : 全 域 关 系 E。 和 便 等 关系 14。 显 然 这 两 种 
关系 都 是 A 上 的 等 价 关 系 。 由 全 域 关 系 所 生成 的 商 集 A/Es 仅 包含 一 个 元 素 A ,而 由 恒 等 
关系 所 生成 的 商 集 A/14 中 的 每 个 元 素 都 是 由 A 中 的 单个 元 素 所 组 成 的 集合 。A/Ea 所 对 
应 的 划分 是 A 的 最 小 划分 ,A/14 所 对 应 的 划分 是 A 的 最 大 划分 。 这 两 种 划分 被 称 为 A 上 
的 平凡 划分 。 

例 4.24 令 尽 是 整数 集合 Z 中 的 “ 模 3 同 余 ?关系 ,R 可 给 定 成 

R= {<zx'y>|zr,y ELANzr=y(mod 3)} 


试 求 Z 中 元 素 生成 的 R 的 等 价 类 。 

解 : 等 价 类 是 
[OJr = {… ,一 6, 一 3,0,3,6，)} 
[1Jx 王仁 一 5 一 2515 447) 
[2] 一 {(…， 一 4, 一 1,2,5,8，…)} 


因此 Z/R 王 {[0]g,[1]g,[2]x} 。 

定理 4. 20 说 明 ,等 价 关 系 可 以 生成 集合 的 一 个 划分 。 下 面 的 定理 说 明 ,给 定 集合 的 一 
个 划分 , 则 可 以 导出 一 个 等 价 关 系 。 

定理 4.21 设 C 是 非 空 集合 A 的 一 个 划分 , 则 由 这 个 划分 所 确定 的 下 述 关 系 R 

aRyOCISMSECMNrESNyES 
必定 是 个 等 价 关 系 , 并 称 RR 为 由 划分 C 导出 的 A 上 的 等 价 关 系 。 

证 明 : 要 证 明 R 是 等 价 关 系 ,就 必须 证 明 尺 是 自 反 的 .对称 的 和 可 传递 的 。 

(1) 由 于 C 是 A 的 划分 ,C 必定 覆盖 A 。 对 任意 的 zxEA, 必 然 存在 C 中 某 一 个 元 素 S， 
使 得 ES。 所 以 对 于 每 一 个 zxEA, 都 有 xzRz, 即 R 是 自 反 的 。 

(2) 假定 zRy。 于 是 存在 一 个 SEC, 有 上 且 xES 和 yE5S, 所 以 有 yRr+。 因 此 ,R 是 对 
称 的 。 

(3) 假定 zRy 和 yRz。 于 是 存在 两 个 元 素 SEC 和 SEC, 且 z,yES 和 yzES: ,所 
以 有 Si 门 $; 了 关 如 。 根 据 定理 4. 19 可 得 S; = S: ,那么 xE Si。 因 此 有 zRz, 所 以 R 是 可 传 
递 的 。 

综 上 ,R 是 等 价 关系 。 

不 难看 出 ,由 划分 C 导出 的 等 价 关 系 的 每 一 个 等 价 类 ,都 是 划分 的 一 个 类 。 

例 4.25 设 A={a,b,c,d,e} 和 C={{a,6b},{c),{d,e}}。 试 写 出 由 划分 C 导 出 的 A 上 
的 等 价 关 系 。 

解 : 用 R 表示 该 等 价 关 系 , 可 有 

R={<aa>, <ab>, <ba>, <bb>, et>, 
<dd>,<de>, <ed>, < ee >} 

根据 上 述 证 明 可 知 , 集 合 中 的 等 价 关系 能 够 生成 该 集合 的 划分 ,反之 ,集合 中 的 任何 一 
种 划分 又 能 确定 一 种 等 价 关 系 。 然 而 ,用 不 同 的 方法 定义 的 两 种 等 价 关 系 ,可 能 会 产生 同一 
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个 划分 。 因 为 关系 也 是 集合 ,所 以 由 集合 相等 所 定义 的 两 种 等 价 关系 , 其 产生 的 划分 不 会 有 
什么 区 别 ; 对 于 集合 的 划分 来 说 ,情况 也 是 如 此 。 例 如 , 设 集合 A 一 人 1,2,…,9},R 和 R。 
是 A 上 的 两 种 关系 ,并 把 R 和 R。 规定 成 
Ri={<z,y>|rE€EAANyEAANzS=y(mod 3)} 
R: 一 (<zy>|zEAAyEAACz 和 ?> 在 A 的 同一 列 中 )} 
和 一 条 
-| 5 6 
TT 
可 以 看 出 ,关系 R| 和 R; 虽然 具有 不 同 的 定义 ,但 是 R, 二 R,。 
“划分 ”的 概念 和 “等 价 关 系 ” 的 概念 本 质 上 是 相同 的 。 


4.7.3 相 容 关系 


定义 4.22 给 定 集合 A 中 的 二 元 关系 尺 , 如 果 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 , 则 称 R 是 相 容 关 
系 。 也 就 是 说 ,可 以 把 R 规定 成 : 

CD A VAD CE AnRe)s 

(2) (Yz)(YVy)CzEAAyEAAzRy 一 yRz)。 

显然 ,所 有 的 等 价 关 系 都 是 相 容 关 系 , 但 相 容 关 系 并 不 一 定 是 等 价 关 系 。 下 面 举例 
说 明 。 

设 集合 A 二 {2166,243,375,648,455),A 中 的 关系 及 ={<z,y>>|z,yEAAz 和 > 有 
相同 的 数字 )}。 不 难看 出 R 是 自 反 的 和 对 称 的 ,因此 R 是 相 容 关 系 。 如 果 zxRy, 则 称 z 和 y 
是 相 容 的 。 

令 z= 二 2166,xs 二 243,7x; 二 375,xz4 二 648,zxs 二 455。 这 里 ziRzs 并 且 zs;Rzs 但 ziRz;， 
即 该 相 容 关 系 不 是 可 传递 的 。 把 RR 写 出 来 是 

R={<znm sam > Tm TT > 
过 i i 9 
i 
< i i Sy i 

图 4. 12 给 出 了 该 相 容 关系 R 的 关系 图 。 

由 于 相 容 关系 的 自 反 性 和 对 称 性 ,关系 图 中 的 所 有 结 点 上 都 有 环 边 ; 有 相 容 关系 的 两 
个 结 点 间 都 有 往返 弧 线 。 如 果 删 除 全 部 结 点 上 的 环 边 , 并 且 用 一 条 直线 取代 两 结 点 间 的 两 
条 弧 线 , 这 样 就 可 以 把 图 4. 12 化 简 成 图 4. 13。 


还 可 写 出 该 关系 R 的 关系 矩阵 
全 
和 
Mrs=|0 1101 
于 
汪汪 要 本 


91 


MA 


图 4.12 相 容 关系 图 图 4.13 简化 的 相 容 关系 图 


由 于 相 容 关系 是 自 反 的 ,因此 和 矩阵 对 角 线 上 的 各 元 素 都 ” 一 
应 是 1; 相 容 关系 是 对 称 的 ,所 以 矩阵 关于 主 对 角 线 是 对 称 %| 1 
的 。 这 样 , 仅 给 出 关系 矩阵 下 部 的 三 角形 部 分 即 可 。 简 化 后 
的 关系 矩阵 如 图 4. 14 所 示 。 xm| 0 1 


令 Xi 一 (ziyzyz),Xs 一 (zyzsyz) 和 Xs 一 {zoyzi， 
el 到 二 | 
在 集合 Xi ,Xs 和 X 中 ,同一 个 集合 内 的 元 素 都 是 相 容 | 0 -二 二 
的 。 这 些 集合 的 并 集 就 是 给 定 的 集合 X, 即 X=X1UX。U 于 Er 
Xs 。 因 此 ,集合 A 一 {Xi,X:,Xs} 定 义 了 集合 X 的 一 个 覆 。 图 4.14 简化 的 关系 矩阵 
盖 , 但 它 不 能 构成 集合 的 一 个 划分 。 

由 此 可 以 得 出 结论 ,集合 中 的 相 容 关系 能 够 定义 集合 的 覆盖 ,而 集合 中 的 等 价 关 系 能 够 
确定 集合 的 划分 。 

定义 4.23 设 之 是 集合 X 中 的 相 容 关系 。 假 定 ASX, 如 果 任 何 一 个 zx€ A, 都 与 其 他 
所 有 的 元 素 有 相 容 关系 ,而 X 一 A 中 不 存在 元 素 能 与 A 中 所 有 元 素 都 有 相 容 关系 , 则 子 集 
ASX 称 为 最 大 相 容 类 。 

由 图 4. 13 可 以 看 出 , 子 集 Xi 、X。 和 Xs 都 是 最 大 相 容 类 。 寻 找 最 大 相 容 类 的 方法 有 两 
种 : 关系 图 法 和 关系 矩阵 法 。 

先 说 明 关 系 图 法 。 关 系 图 法 的 实质 在 于 寻找 出 最 大 完全 多 边 形 。 所 谓 最 大 完全 多 边 
形 , 指 每 一 个 结 点 都 与 其 他 所 有 结 点 相连 接 的 多 边 形 。 

(1) 集合 中 仅 关 系 到 它 自 身 的 结 点 ,是 一 个 最 大 完全 多 边 形 。 

(2) 彼此 相连 且 不 存在 公共 邻接 点 的 两 个 结 点 及 其 之 间 的 连 线 构成 一 个 最 大 完全 多 
边 形 。 

(3) 三 角形 的 3 个 顶点 构成 一 个 最 大 完全 多 边 形 ,对 角 线 相连 的 四 边 形 的 4 个 顶点 构 
成 一 个 最 大 完全 多 边 形 ,五 边 形 以 及 各 结 点 间 连 线 构成 一 个 最 大 完全 多 边 形 ,六 边 形 以 及 各 
结 点 间 连 线 也 是 一 个 最 大 完全 多 边 形 。 一 个 最 大 完全 多 边 形 对 应 一 个 最 大 相 容 类 。 

例 4.26 求 出 图 4. 13 中 的 关系 图 的 所 有 最 大 完全 多 边 形 和 与 其 相对 应 的 最 大 相 
容 类 。 

解 : 三 角形 TiT2T4 rT2 TTs 和 zsxaxs 都 是 最 大 完全 多 边 形 ,与 它们 相对 应 的 最 大 相 容 
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类 分 别 是 X 、X。 和 Xs 。 

例 4.27 在 图 4.15 中 ,给 出 了 两 个 相 容 关 系 图 。 试 求 出 它们 的 所 有 最 大 完全 多 边 形 ， 
并 求 出 与 它们 相应 的 最 大 相 容 类 。 

解 : 图 4.15(a) 的 最 大 完全 多 边 形 有 : 四 边 形 1234 线段 25,36 和 56。 与 它们 相应 的 最 
大 相 容 类 分 别 是 : {1,2,3,4}) ,{2,5},{3,6),{5,6}。 图 4.15(b) 的 最 大 完全 多 边 形 有 : 三 角 
形 123,136,356 和 孤立 结 点 4。 与 它们 相对 应 的 最 大 相 容 类 分 别 是 : {1,2,3),{1,3,6),{3， 
5,6} 和 {4}。 


4.15 相 容 关系 图 


下 面 介 绍 关系 矩阵 法 。 首 先 制定 简化 的 关系 矩阵 ,然后 按 下 列 步骤 求 出 最 大 相 容 类 。 

(1) 仅 与 它们 自身 有 相 容 关 系 的 那些 元 素 , 能 够 单独 地 构成 最 大 相 容 类 ,因此 从 和 矩阵 中 
删除 这 些 元 素 所 在 的 行 和 列 。 

(2) 从 简化 矩阵 的 最 右 一 列 开始 向 左 扫 描 ,直到 发 现 至 少 有 一 个 非 零 值 的 列 。 该 列 中 
的 非 零 值 ,表达 了 相应 的 相 容 偶 对 。 列 举 出 所 有 这 样 的 偶 对 。 

(3) 继续 往 左 扫描 ,直到 发 现下 一 个 至 少 有 一 个 非 零 值 的 列 。 列 举 出 对 应 于 该 列 中 所 
有 非 零 值 的 相 容 偶 对 。 在 这 些 后 发 现 的 相 容 偶 对 中 ,如 果 有 某 一 个 元 素 与 先前 确定 的 相 容 
类 中 的 所 有 元 素 都 有 相 容 关系 , 则 将 此 元 素 合并 到 该 相 容 类 中 ; 如 果 某 一 个 元 素 仅 与 先前 
确定 的 相 容 类 中 的 部 分 元 素 有 相 容 关系 , 则 可 用 这 些 互 为 相 容 的 元 素 组 成 一 个 新 的 相 容 类 。 
删除 已 被 包括 在 任何 相 容 类 中 的 那些 相 容 偶 对 ,并 列举 出 尚未 被 包含 在 任何 相 容 类 中 的 所 
有 相 容 偶 对 。 

(4) 重复 步骤 (3) ,直到 扫描 过 简化 矩阵 的 所 有 列 。 

最 后 , 仅 包 含 孤 立 元 素 的 那些 相 容 类 ,也 是 最 大 相 容 类 。 

例 4.28 与 图 4.15(a) 中 的 相 容 关系 相对 应 的 简化 矩阵 


如 图 4. 16 所 示 , 试 求 出 最 大 相 容 类 。 | 二 
解 : 这 里 没有 孤立 结 点 , 故 可 忽略 步骤 (1)。 根 据 步骤 |4| 1 |1 |i1 

(2) 和 (3) 可 有 6 1 
g 右 起 第 1 列 上 是 1, 故 有 相 容 偶 对 {5,6); 1|2|3|4|5 


@ 第 2 列 上 全 是 0, 第 3 列 上 有 2 个 1, 与 它们 相对 应 的 图 4.16 和 相 春 关系 对 应 
相 容 偶 对 是 {3,4} 和 {3,6) ,于 是 可 有 {5,6),{3,4),{3,6); 的 简化 矩阵 

回 第 4 列 上 有 3 个 1, 故 有 {2,3),{2,4} 和 {2,5), 于 是 
可 有 {5,6),{3,4},{3,6},{2,3},{2,4),{2,5}, 可 以 看 出 , 相 容 偶 对 {2,3} 和 {2,4) 中 的 元 素 
2, 与 相 容 偶 对 {3,4} 中 的 两 个 元 素 都 有 相 容 关系 , 故 可 把 它们 合并 成 一 个 相 容 类 {2,3,4}) ,于 
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是 可 有 {2,3,4},{5,6},{3,6},{2,5}; 
@@ 第 5 列 有 3 个 1, 故 有 {1,2},{1,3} 和 {1,4) ,于 是 可 有 {2,3,4},{5,6},{3,6}),{2,5)， 
人 
又 可 看 出 , 相 容 偶 对 {1,2},{1,3} 和 {1,4}) 中 的 元 素 1, 与 相 容 类 {2,3,4} 中 的 所 有 元 素 
都 有 相 容 关系 , 故 可 以 把 它们 合并 成 一 个 相 容 类 {1,2,3,4}。 于 是 可 有 {1,2,3,4),{5,6)， 
{3,6),{2,5) ,这 些 都 是 最 大 相 容 类 。 
例 4.29 与 图 4.15(b) 中 的 相 容 关系 图 相对 应 的 简化 矩阵 
如 图 4. 17 所 示 , 试 求 各 最 大 相 容 类 。 
解 : 这 里 结 点 4 是 个 孤立 结 点 , 故 在 矩阵 中 删除 了 相应 的 行 |5 


1 
0 
和 列 。 根 据 步骤 (2) 和 (3) 可 有 i 


© {4}; 
图 4.17 例 4.29 图 


© {4},{5,6}; 

@ {4},{5,6},{3,5},{3,6} ,合并 后 有 {4}),{3,5,6); 

@ {4},{3,5,6},{2,3}; 

© {4},{3,5,6};{2,3},{1,2);{1,3},{1,6) ,合并 后 有 {4),{3,5,6}),{1;2,3}),{1,3, 


6} ,这 里 , 相 容 偶 对 {1,3} ,人 6) 中 的 元 素 1 ,与 相 容 类 {3,5,6} 中 的 部 分 元 素 有 相 容 关系 , 故 
组 成 了 相 容 类 {1,3,6)。 
这 些 相 容 类 都 是 最 大 相 容 类 。 


4.7.4 次 序 关 系 


次 序 关系 是 集合 中 的 可 传递 关系 , 它 能 提供 一 种 比较 集合 中 各 元 素 的 手段 。 

定义 4.24 设 R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 。 如 果 R 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 可 传递 的 ， 
即 有 

(C1) CV ANCmE A SiR 

(2) (Yz)(Yy)CzEAAyEAAzRyAyRz 一 z 一 y) ; 

(3) (Vz)(Yy)(Vz)CzEAAyEAAzEAAzRyAyRz 一 zRz)， 

则 称 尺 是 集合 A 上 的 偏 序 关 系 , 简 称 偏 序 , 序 偶 二 A, 乏 二 称 为 偏 序 集合 。 

这 里 用 符号 “三 ”表示 偏 序 。 这 样 ,符号 “二” 就 不 单纯 意味 着 实数 中 的 “小 于 或 等 于 ” 关 
系 , 而 是 借用 符号 “二 "去 表示 更 为 普遍 的 偏 序 关 系 。 对 于 偏 序 关 系 来 说 ,如 果 有 zx,yEP 且 
ZX 三 y, 则 按 不 同情 况 称 它 是 “zx 小 于 或 等 于 y”,“y 包含 zx”,“z 在 y 之 前 ”等 。 

如 果 尺 是 集合 A 上 的 偏 序 关系 , 则 R 一 也 是 A 上 的 偏 序 关系 。 如 上 所 述 ,如 果 用 “二 ” 
表示 RR, 则 用 “三 ”表示 R '。 如 果 二 A, 三 二 是 一 个 偏 序 集合 , 则 二 A, 三 二 也 是 一 个 偏 序 集 
合 , 称 <A ,>>> 是 <A, 委 > 的 对 偶 。 

设 R 是 实数 集合 。“ 小 于 或 等 于 ”关系 是 R 上 的 偏 序 关 系 ; 这 个 关系 的 逆 关 系 “ 大 于 或 
等 于 "关系 也 是 R 上 的 偏 序 关系 。 

设 P(A)=X 是 A 的 客 集 , 即 X 是 A 的 子 集 的 集合 。X 中 的 包含 关系 是 偏 序 关 系 ; 这 
个 关系 的 逆 关 系 也 是 偏 序 关系 。 
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设 N* 是 正 整 数 集合 , 且 zx,y,>EN"' , 当 且 仅 当 存在 x, 能 使 zz 二 y, 才 有 “xz 整除 y”( 可 
写成 xz|y) ,换言之 ,“y 是 xz 的 整 倍数 ”。“ 整 除 ” 和 “ 整 售 数 ” 互 为 逆 关 系 ,它们 都 是 N+ 上 的 
偏 序 关 系 。 

例 4.30 设 A={2,3,6,8), 三 是 A 上 的 “整除 ”关系 。 试 表达 出 “整除 ”和 “ 整 倍数 ” 

解 :“ 整 除 ” 关 系 三 可 规定 成 

= I 

“ 整 倍数 ”关系 是 之 

宇 = {<2,2>,<=3,3>,<6,6>,<8,8>,<6,2>,<8,2>,<=6,3>} 

实数 集合 R 中 的 “小 于 ”关系 和 “大 于 ”关系 都 不 是 自 反 的 ,因此 都 不 是 偏 序 关系 。 但 它 
们 是 实数 集合 上 的 另 一 种 关系 一 一 拟 序 关系 。 

定义 4.25 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,如 果 R 是 反 自 反 的 和 可 传递 的 , 即 有 

(1) VN(z2EA=2Ri)s 

(2) (Vx)(VY) (Vz)(rEANyEANzEANzrRyANyRz>zrRz), 

则 称 尺 是 拟 序 关系 ,并 借用 符号 "=" 表示 R。 

在 上 述 定义 中 ,没有 明确 列举 反对 称 性 的 条 件 zxRyA yRz 习 + 二 y, 事 实 上 关系 “二” 若 
是 反 自 反 的 和 可 传递 的 , 则 一 定 是 反对 称 的 ,否则 会 出 现 矛 盾 。 这 是 因为 ,假定 zx<y 和 y=<z， 
因为 “二” 是 可 传递 的 ,可 得 出 zx 二 x, 而 <=” 是 反 自 反 的 , 故 * 二 "是 反对 称 的 。 

根据 偏 序 关 系 和 拟 序 关系 的 定义 ,不 难得 出 

<ySr<yNrzy 

实数 集合 中 的 小 于 关系 和 大 于 关系 都 是 拟 序 关 系 。 子 集 的 集合 中 的 真 包含 关系 都 是 拟 
序 关 系 。 

拟 序 关系 和 偏 序 关 系 的 关系 用 下 面 的 定理 说 明 。 

定理 4.22 设 R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 。 于 是 可 有 

(1) 如 果 RR 是 拟 序 关系 , 则 r(R) 二 RU Ta 是 偏 序 关系 ; 

(2) 如 果 R 是 偏 序 关系 , 则 R 一 I4 是 拟 序 关系 。 

定理 的 证 明 留 作 练习 。 

定理 4.23 设 <<A, 三 二 是 偏 序 集合 。 如 果 对 于 每 一 个 +,y€E A, 有 zy 或 者 yx, 即 

(VD(VY)(rEANyEA>I<yVyEZ) 

则 称 偏 序 关 系 是 全 序 关系 .简称 全 序 。 序 偶 二 A, 夺 二 称 为 全 序 集 合 。 

A 中 具有 全 序 关 系 的 各 元 素 , 能 按 线性 次 序 zx ,x,… 排 列 起 来 , 当 且 仅 当 i<j, 才 有 
Zi 二 zxj, 故 全 序 也 称 为 简单 序 或 线性 序 。 因 此 , 序 偶 二 A., 志 二 在 这 种 情况 下 也 被 称 为 线性 
序 集 或 链 。 

设 三 是 集合 P 上 的 偏 序 关系 。 对 于 x,yEA, 如 果 有 x 三 y 或 y 三 zx, 则 称 A 中 的 元 素 x 
和 yy 是 可 比 的 。 在 偏 序 集合 中 ,并非 任何 两 个 元 素 x 和 > 都 存在 + 三 y 或 y<z 的 关系 。 事 
实 上 ,对 于 某 些 xz 和 y 来 说 ,x 和 可 能 没有 关系 。 在 这 种 情况 下 , 称 x 和 是 不 可 比 的 。 
正 是 由 于 这 种 原因 , 才 把 志 称 作 “ 偏 " 序 关系 。 在 全 序 集合 中 ,任何 两 个 元 素 都 是 可 比 的 。 

设 R 是 实数 集合 ,a 和 2 是 R 的 元 素 。 对 于 每 一 个 实数 a, 设 S, 一 {zr10 三 +<a},S 是 集 
合并 且 S={S, 1a 宇 0}。 如 果 a<65, 则 S.SS,, 因 此 二 S, 忆 二 是 全 序 集合 。 如 果 A 是 含有 多 
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AA 


于 一 个 元 素 的 集合 , 则 二 P(A), 忆 二 不 是 全 序 集合 。 例 如 , 设 A={a,b,c) ,于 是 
P(A) = {2 ,{a},{b},{c}, {asc}, {bc}, {a,b,c}} 
在 P(A) 上 定义 一 个 包含 关系 壬 , 则 很 容易 写 出 竺 的 元 素 。 可 以 看 出 {a} 和 {4b,c),{a,b} 
和 {a,c} 等 都 是 不 可 比 的 。 
字母 次 序 关 系 是 全 序 关系 ,下 面 进行 说 明 。 
设 R 是 实数 集合 , 且 P 二 RXR。 假 定 R 上 的 关系 三 是 一 般 的 “大 于 或 等 于 ”关系 。 对 
于 PP 中 的 任何 两 个 序 偶 过 zi ,yi 这 和 二 xs ,ys 之 ,可 以 定义 关系 S 
< ris >>5<z,y: > 人 S(n>r)V (r=zrh V1 之 yz) 
如 果 二 xz "1>3<zr, ,yz 二 , 则 有 <<zz,y 之 S<z ,V1>。 因此 ,S 是 P 中 的 全 序 关系 ， 
并 称 它 是 字母 次 序 关系 或 字母 序 。 
例如 ,考查 下 列 序 偶 
> 
ll> 
可 以 看 出 ,这 些 序 偶 之 间 有 字母 次 序 关系 。 
下 面 将 该 概念 一 般 化 。 设 R 是 集合 A 上 的 全 序 关系 , 并 设 
P=AUA UUA" -UA (n=1,2,") 
这 个 等 式 说 明 ,P 是 由 长 度 小 于 或 等 于 的 元 素 串 组 成 的 。 假 定 n 取 某 个 固定 值 ,可 把 长 度 
为 P 的 元 素 串 看 成 是 P 重 序 元 。 这 样 就 可 以 定义 中 的 全 序 关 系 S ,并 称 它 是 字母 次 序 关 
系 。 为 此 , 设 过 zi ,zs，… ,zp 二 和 二 yi ,ys，… ,yg 二 是 集合 P 中 的 任意 两 个 元 素 , 且 有 pq。 
为 了 满足 PP 中 的 次 序 关 系 , 首 先 对 两 个 元 素 串 进行 比较 。 如 果 需 要 的 话 ,把 两 个 元 素 串 加 
以 交换 ,使 得 gp。 如 果 要 使 
rm rs > Sm > 
关系 成 立 ,就 必须 满足 下 列 条 件 之 一 : 
(1) <zisrs rT, > =< > 
(2) 了 关 y1 且 A 中 有 ziRyi; 
(3) zi 一 yi 一 1,2, ,kkRp) ,zi 天 yi 且 在 A 上 有 zehRyeio。 
如 果 不 满足 上 述 任意 条 件 , 则 应 有 
yy > SA rr > 
考查 字母 次 序 关 系 的 一 个 特定 情况 。 设 A={a,b,c,…,z,y,z) ,又 设 R 是 集合 A 上 的 
全 序 关系 ,并 用 表示 ,这 里 a<6b 二 … 二 y<z, 上 且 P=A4AUA:UA:。 这 就 是 说 ,字符 串 中 有 3 
个 或 少 于 3 个 来 自 A 中 的 字母 ,而且 集 合 P 是 由 所 有 这 样 的 字符 串 组 成 的 集合 。 例 如 : 
me S met (由 条 件 1); 
bet S met (由 条 件 2); 
beg S bet (由 条 件 3); 
get S go (由 最 后 的 规则 )。 
因为 比较 单词 go 和 get, 故 条 件 1、 条 件 2 和 条 件 3 都 未 得 到 满足 。 
在 英文 字典 中 ,单词 的 排列 次 序 就 是 字母 次 序 关系 的 实例 。 在 计算 机 上 对 字符 数据 进 
行 分 类 时 ,经 常 使 用 字母 次 序 关系 。 
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4.7.5 偏 序 集合 与 哈 斯 图 


前 面 讨论 了 关系 图 ,无 疑 可 以 用 关系 图 表达 偏 序 关 系 。 与 表达 相 容 关系 时 用 简化 关系 
图 一 样 ,使 用 较为 简便 的 偏 序 集合 图 一 一 哈 斯 图 来 表达 偏 序 关 系 。 

定义 4.26 设 <A, 达 二 是 一 个 偏 序 集 ,如 果 对 任何 zx,y€EA,zx 三 y 且 xz 关 y, 不 存在 任 
何其 他 元 素 z=E A ,能 使 x 三 x 和 x 三 y, 即 x 三 yAzxr 关 yA (zr 三 xz 达 yx 二 xzV zx 一 y) 成 立 , 则 
称 元 素 y 覆盖 这 。 

在 哈 斯 图 中 ,用 小 圈 表 示 每 个 元 素 。 如 果 有 z,yEA, zx 三 y 且 z 关 y, 则 把 表示 z 的 小 
圈 画 在 表示 y 的 小 圈 之 下 。 如 果 y 覆盖 zx, 则 在 x 和、 之 间 画 上 一 条 直线 。 如 果 x 三 y 且 
Zz 关 y, 但 是 y 不 覆盖 z, 则 不 能 把 zx 和 yy 直接 用 直线 连接 起 来 ,而 是 要 经 过 A 的 一 个 或 多 个 
元 素 把 它们 连接 起 来 。 这 样 , 所 有 的 边 的 方向 都 是 自 下 朝 上 , 故 可 略 去 边 上 的 全 部 箭头 
表示 。 

例 4.31 设 忆 ={1,2,3,4}, 委 是 “小 于 或 等 于 ?关系 , 则 所 Pi, ,三 二 是 个 全 序 集合 。 设 
Ps 二 {名 ,{a},{a,b),{a,b,c)} ,三 是 Ps 中 的 包含 关系 三 , 则 到 P: ,三 二 是 全 序 集合 。 试 画 
出 过 Pi ,宝生 P, , 夺 二 的 哈 斯 图 。 

解 : 图 4.18 给 出 了 二 Pi ,三 二 > 和 二 P; ,三 二 的 喻 斯 图 。 

可 以 看 出 ,除了 结 点 上 的 标记 之 外 ,两 个 哈 斯 图 都 是 类 似 的 。 这 就 是 说 ,虽然 两 个 全 序 
关系 的 定义 不 同 , 它 们 具有 同样 结构 的 哈 斯 图 。 

例 4.32 设 集合 X={2,3,6,12,24,36) ,三 是 XX 上 的 偏 序 关系 。 并 定义 成 : 如 果 工 整 
除 y, 则 zx 三 y。 试 画 二 X ,三 二 的 哈 斯 图 。 

解 : 图 4. 19 给 出 了 整除 关系 的 哈 斯 图 。 


2 3 


图 4.18 所 P ,和 受 > 和 记 P: ,二 二 的 哈 斯 图 图 4.19 整除 关系 的 哈 斯 图 


例 4.33 设 集合 X={a,5) ,P(X) 是 它 的 客 集 。P(X) 的 元 素 间 的 偏 序 关系 三 是 包含 
关系 三 。 试 画 出 二 P(X) ,三 二 的 哈 斯 图 。 

解 : 图 4. 20 给 出 了 二 P(X) ,三 二 的 喻 斯 图 。 

由 图 4. 20 可 以 看 出 ,对 于 给 定 偏 序 集合 来 说 ,其 喻 斯 图 不 是 唯一 的 。 由 二 P, 志 二 的 哈 
斯 图 ,可 以 求 得 其 对 偶 二 P, 三 二 的 哈 斯 图 。 只 需 把 <<P, 三 二 的 喻 斯 图 垂直 反 转 180" 即 可 得 
到 过 已 ,过 > 的 哈 斯 图 ,使 得 原来 是 顶部 的 结 点 变 成 底部 上 的 结 点 。 
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{a, b} {a, b} 


{a {b} {0} {a} 


go g 


4.20 例 4.33 中 二 P(X), 达 二 的 哈 斯 图 


拟 序 关 系 类 似 于 偏 序 关系 , 故 也 可 用 哈 斯 图 表达 拟 序 关系 。 

定义 4.27 设 <P, 二 二 是 一 个 偏 序 集合 ,并 有 QSP,yEQ。 

(1) 着 Vx(rEQ>>y<z) 成 立 , 则 称 元 素 y 为 Q 的 最 小 元 ,通常 记 作 0。 

(2) 着 Vr(rEQ>zy) 成 立 , 则 称 元 素 y 为 Q 的 最 大 元 ,通常 记 作 1。 

(3) 若 YzCrzEQAxz 近 yx 一 y) 成 立 , 则 称 元 素 > 为 Q 的 极 小 元 。 

(4) 若 VzCzEQAy 入 xz 一 xz 一 y) 成 立 , 则 称 元 素 > 为 Q 的 极 大 元 。 

定理 4.24 设 X 是 一 个 偏 序 集合 , 且 有 QSEP。 如 果 和 > 都 是 Q 的 最 小 (最 大 ) 元 ， 
则 z=y。 

证 明 : 假定 zx 和 > 都 是 Q 的 最 小 元 ,于 是 可 有 zx 三 y 和 yy 三 +。 根据 偏 序 关 系 的 反对 称 
性 ,可 以 得 出 z=y。 当 工 和 > 都 是 Q 的 最 大 元 时 ,定理 的 证 明 类 似 于 上 述 的 证 明 。 

在 偏 序 集 的 任意 非 空子 集 Q 中 ,最 大 元 和 最 小 元 可 能 存在 也 可 能 不 存在 ,如 果 存 在 , 则 
一 定 是 唯一 的 ; 极 大 元 和 极 小 元 则 一 定 存在 ,同时 可 能 不 唯一 ; 不 同 的 极 大 元 或 极 小 元 之 
间 是 不 可 比 的 。 在 图 4.18 二 P, 声 二 中 ,1 是 最 小 元 ,4 是 最 大 元 ; 例 4. 31 中 ,最 小 元 是 多， 
而 最 大 元 是 {a,b,c)}。 例 4. 32 中 既 没有 最 大 元 ,也 没有 最 小 元 ,但 有 两 个 极 大 元 (24 和 36)， 
两 个 极 小 元 (2 和 3) 。 

定义 4.28 设 王 P, 和 > 是 个 偏 序 集合 , 且 有 QSP,yEP。 

(1) 车 Vzx(rEQ>z 达 y) 成 立 , 则 称 元 素 y 是 Q 的 上 界 。 

(2) 车 Yr(rEQ>y<z) 成 立 , 则 称 元 素 y 是 Q 的 下 界 。 

(3) 令 C={y|y 为 Q 的 上 界 }, 则 称 C 的 最 {a, b,c} 
小 元 为 Q 的 最 小 上 界 ,通常 记 作 LUB。 

(4) 令 D={y|y 为 Q 的 下 界 }, 则 称 DD 的 最 
大 元 为 Q 的 最 大 下 界 ,通常 记 作 GLB。 

例 4.34 设 集合 X={a,6b,c},P(X) 是 它 的 
备 集 。P(X) 中 的 偏 序 关系 三 是 包含 关系 三。 试 
夯 出 二 P(X), 三 二 的 喻 斯 图 ,并 指出 P(X) 子 集 
的 上 界 和 下 界 。 

解 : 图 4.21 给 出 了 <P(CX) ,三 之 的 哈 斯 图 。 

首先 选取 已 (X) 的 子 集 A 王 {{p,c},{2}， 
{c}}。 于 是 XX 和 {5,c}) 是 A 的 上 界 ,名 是 它 的 下 
界 。 对 于 P(X) 的 子 集 B 二 {{a,c),{c)}, 上 界 是 图 4.21 例 4.34 中 过 P(X), 过 > 的 喻 斯 图 
X 和 {fa,c}; 而 下 界 是 {c} 和 名 。 
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再 考查 例 4. 32 中 的 情形 。 如 果 令 子 集 A 二 {2,3,6}, 则 6,12,24,36 均 是 A 的 上 界 , 没 
有 下 界 。 由 此 可 以 看 出 , 子 集 的 上 界 和 下 界 不 是 唯一 的 。 

如 果 存 在 最 小 上 界 的 话 , 它 是 唯一 的 ; 如 果 存 在 最 大 下 界 的 话 , 它 也 是 唯一 的 。 

对 于 例 4. 31 中 的 链 来 说 , 它 的 每 一 个 子 集 都 有 一 个 最 小 上 界 和 一 个 最 大 下 界 。 在 
例 4. 31 的 偏 序 集合 中 ,它们 的 每 一 个 子 集 也 都 有 一 个 最 小 上 界 和 一 个 最 大 下 界 。 但 这 并 不 
是 普遍 的 情况 。 由 例 4. 32 可 以 看 出 , 子 集 A 二 {2,3,6)} 有 上 确 界 LUB==6, 但 这 里 没有 下 确 
界 GLB。 与 此 类 似 , 对 于 子 集 B=={2,3} 来 说 ,最 小 上 界 还 是 6, 但 是 仍 没有 下 界 。 对 于 子 集 
C 二 {12,6) 来 说 ,最 小 上 界 是 12, 最 大 下 界 是 6。 

对 于 偏 序 集合 二 P, 三 二 , 它 的 对 偶 二 P, 宇 二 也 是 偏 序 集 合 。 相 对 于 偏 序 关 系 志 的 P 
中 的 最 小 元 ,就 是 相对 于 偏 序 关 系 三 的 P 中 的 最 大 元 ; 反之 亦 然 。 与 此 类 似 ,可 以 交换 极 小 
元 和 极 大 元 。 对 于 任何 子 集 QSP, 二 P, 三 中 的 GLB 和 二 P, 三 二 中 的 LUB 是 一 样 的 。 

定义 4.29 ”给 定 集合 X,R 是 X 上 的 二 元 关系 。 如 果 R 是 全 序 关系 , 且 X 的 每 一 个 非 
空子 集 都 有 一 个 最 小 元 , 则 称 R 是 良 序 关系 。 与 此 对 应 , 序 偶 一 X,R 二 称 为 良 序 集 合 。 

显然 ,每 一 个 良 序 集合 必定 是 全 序 集合 ,因为 对 于 任何 子 集 来 说 ,其 本 身 必定 有 一 个 元 
素 是 它 的 最 小 元 。 但 是 每 一 个 全 序 集合 不 一 定 都 是 良 序 的 ,有 限 全 序 集合 必定 是 良 序 的 。 


.8 关系 型 数据 库 与 非 关系 型 数据 库 


4.8.1 关系 型 数据 库 


数据 库 是 由 计算 机 操作 的 一 种 记录 汇集 。 例 如 ,一 个 航空 公司 数据 库 可 能 包含 乘客 的 
预约 记录 飞行 调动 记录 和 设备 记录 等 。 计 算 机 系统 能 够 把 大 量 的 信息 储存 在 数据 库 中 ,并 
将 其 应 用 到 各 种 各 样 的 场合 。 数 据 库 管理 系统 是 帮助 用 户 操纵 和 管理 数据 的 软件 。1970 
年 ,IBM 的 研究 员 Edgar Codd 发 表 了 第 一 篇 关系 数据 库 理 论 的 论文 A Relational Model 
of Data for Large Shared Data Ranks ,首次 提出 了 关系 模型 的 概念 并 奠定 了 关系 数据 库 
的 基础 。Codd 提出 的 关系 数据 库 模 型 是 基于 ) 元 关系 的 概念 。 一 个 n 元 关系 的 列 称 为 属 
性 ,一 个 属性 的 定义 域 是 包含 该 属性 中 所 有 元 素 的 集合 。 例 如 ,在 表 4. 1 中 ,属性 “年 龄 ”的 
定义 域 是 小 于 100 的 正 整数 的 集合 。 属 性 “姓名 ”的 定义 域 是 长 度 不 超过 30 的 英文 字符 串 
的 集合 。 


表 4.1 运动 员 表 
ID 号 姓名 位 置 年 龄 
22012 Johnsonbaugh 二 2 
93831 Glover of 24 
58199 Battey p 18 
84341 Cage ¢ 30 
01180 Homer 16 37 
26710 Score p 22 
61049 Johnsonbaugh of 30 


39826 Singleton 2b 31 
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如 果 单 个 属性 或 有 关系 的 属性 组 合 的 值 能 唯一 地 确定 一 个 n 元 组 , 则 属性 或 属性 组 合 
构成 一 个 关键 字 。 例 如 ,在 表 4. 1 中 ,可 以 取 属 性 “ID 号 "作为 一 个 关键 字 。 因 为 不 同 的 人 
可 以 有 相同 的 名 字 , 所 以 属性 “姓名 ”不 是 关键 字 。 同 样 , 不 能 取 属 性 “位 置 " 和 “年 龄 "作为 关 
键 字 。 对 于 表 4.1,“ 姓 名 ”和 “位 置 ” 的 组 合 可 以 用 作 关 键 字 , 因 为 在 例子 中 一 个 运动 员 由 姓 
名 和 位 置 唯一 定义 。 

数据 库 管理 系统 中 主要 包含 投影 运算 [I(R) ,选择 运算 or (R), 笛 卡 儿 乘积 运算 RXS， 
并 运算 RUS 和 差 运 算 R 一 S 等 5 种 基本 运算 ,由 于 笛 卡 儿 乘积 .并 和 差 运 算 在 前 面 的 章节 
已 经 介绍 过 ,所 以 只 对 投影 和 选择 运算 作 相应 的 定义 。 

定义 4.30 设 n 元 关系 R 由 以 个 n 重 序 元 组 成 , 则 I a (R) 是 由 mm 个 & 重 序 元 组 
成 的 元 关系 ,其 中 每 一 个 元 序 偶 由 属性 a ,as ,…wai 组 成 ,运算 I，。…。。(R) 叫 作 尺 在 
属性 w ,a ,… ,a 上 的 投影 运算 。 

例 4.35 对 于 表 4. 1 给 出 的 关系 尺 ,给 出 其 在 姓名 和 位 置 上 的 投影 。 

解 : Ilg%,ws(R)={<Johnsonbaugh,c>,<Glover,of>,<Battey,p>,<Cage,c>, 
Homer,1b> ,<=Score,p> ,=Johnsonbaugh,of> .=Singleton,2b>} 

定义 4.31 设 有 nn 元 关系 RR, 则 元 关系 cr(R) 由 R 中 满足 条 件 F 的 序 元 组 成 ,其 中 下 
是 由 R 中 的 属性 所 构成 的 命题 公式 ,运算 or (R) 叫 作 R 的 选择 运算 。 

例 4.36 对 于 表 4.1 给 出 的 关系 尺 ,给 出 其 中 位 置 为 c 的 序 偶 。 

解 : ce-.( 有 R) 一 (一 22012,Johnsonbaugh,c,22 二 ,一 84341,Cagec,30 二 } 。 

关系 型 数据 库 的 其 他 运算 可 由 这 5 种 基本 运算 合成 得 到 。 

设 有 n 元 关系 Rm 元 关系 S 分 别 有 属 性 TisrT29°"° oT 和 $1 932 ,sw 其 中 属性 Lg 
疡 同 w%,ss,，s 相同 , 则 将 两 个 关系 中 具有 相同 的 上 个 属性 值 的 序 元 作 笛 卡 儿 乘积 ,再 去 掉 
重复 的 属性 列 , 生 成 的 新 关系 称 为 R 和 S 的 自然 连接 R P<4 S。 这 种 运算 可 以 通过 基本 运算 
合成 得 到 , 即 


RS = I nn i i i ORS 
例 4.37 对 于 表 4. 1 中 的 关系 RR 和 表 4.2 中 的 关系 S$, 设 尺 中 的 ID 号 和 S 中 的 PID 
为 同一 属性 , 求 R 和 S 的 自然 连接 R B45S。 


表 4.2 运动 队 表 
PID 运动 队 
39826 Blue Sox 
26710 Mutts 
58199 Jackalopes 
01180 Mutts 


解 : RS 所 得 关系 如 表 4. 3 所 示 。 


表 4.3 RDS 
ID 号 姓名 位 置 年 龄 运动 队 
58199 Battey p 18 Jackalopes 
01180 Homer 16 37 Mutts 
26710 Score p 22 Mautts 


39826 Singleton 2b 31 Blue Sox 
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数据 库 的 插入 操作 可 以 看 作 是 原 表 同 需要 插入 的 序 偶 的 并 运算 ; 删除 操作 可 以 看 作 是 
原 表 同 需要 删除 的 序 偶 的 差 运算 ; 而 修改 操作 则 可 以 看 作 是 并 和 差 运 算 的 合成 。 


4.8.2 非 关 系 型 数据 库 


关系 型 数据 库 采 用 关系 模型 来 组 织 数据 。 随 着 互联 网 技术 的 发 展 ,以 及 大 数据 的 广泛 
普及 ,对 数据 库 的 高 并 发 性 、 海 量 数据 的 高 效率 读 写 、 可 扩展 性 和 高 可 用 性 的 需求 急剧 增强 。 
在 上 述 的 “三 高 "需求 面前 ,关系 数据 库 遇 到 了 难以 克服 的 障碍 和 瓶颈 。 因 此 , 非 关系 型 数据 
库 应 运 而 生 。 

非 关系 型 数据 的 产生 和 发 展 与 大 数据 息息相关 。 随 着 信息 技术 逐渐 融和 人 社会 生活 的 各 
个 领域 之 中 ,数据 的 爆炸 性 增长 引发 了 信息 技术 的 变革 。 互 联网 、 移 动 互联 网 、 物 联网 、 金 
融 、 医 学 影像 .交通 管理 .电信 网 络 等 领域 每 时 每 刻 都 在 产生 大 量 的 数据 。 有 关 统 计 表明 ,全 
球 每 秒 钟 约 有 三 百 万 封 电子 邮件 被 发 送 , 淘 宝 每 天 能 够 产生 百 万 、 其 至 千 万 笔 订单 ,Google 
每 天 要 处 理 超过 20PB 的 数据 。 各 行业 产生 的 大 数据 已 经 远 远 超过 目前 人 类 的 处 理 能 力 ， 
急需 新 的 处 理 模式 来 实现 大 数据 的 存储 \ 传 输 、 计 算 、 分 析 和 挖掘 。 

大 数据 (Big Data) , 指 无 法 在 可 承受 的 时 间 范 围 内 用 常规 软件 工具 进行 捕捉 \ 管 理 和 处 
理 的 数据 集合 。 大 数据 具有 海量 的 数据 规模 (Volume) ,快速 的 数据 流转 (Velocity) 多样 的 
数据 类 型 (Variety) 和 价值 密度 低 (Value)4 大 特征 。 

异 构 性 和 多 样 性 是 大 数据 的 重要 特性 ,大 数据 中 通常 包 仿 文本、 图像、 视频 等 多 种 不 同 
形式 的 数据 ,在 不 同类 型 的 数据 中 进行 交叉 分 析 是 大 数据 的 核心 技术 之 一 。 相 对 于 可 以 
二 维 表 结 构 来 逻辑 表达 实现 的 结构 化 数据 ,不 方便 用 数据 库 二 维 逻 辑 表 来 表现 的 数据 即 称 
为 非 结构 化 数据 ,包括 文本 、 图 片 XML、HTML 图 像 和 音频 、 视 频数 据 等 。 

非 关 系 型 数据 库 是 存储 和 管理 结构 化 和 非 结构 化 大 数据 的 有 效 手 段 之 一 。 关 系数 据 库 
以 关系 表 的 形式 存储 结构 化 的 数据 。 非 关系 型 数据 库 一 般 以 键 值 (Key-Value) 的 方式 存储 
数据 ,如 表 4.4 所 示 , 它 不 局 限于 固定 的 数据 结构 ,能够 减少 数据 存储 和 管理 的 时 间 和 空间 
开销 。 与 关系 型 数据 库 相 比 , 非 关系 型 数据 库 具有 扩展 简单 、 读 写 快速 .成 本 低廉 等 特点 。 


表 4.4 非 关 系 型 数据 库 的 数据 存储 


出 生日 期 : 
1990-10-1 


姓名 : Battey 年 龄 :26 性 别 : 男 


出 生日 期 : 


姓名 : Homer 年 龄 :28 
1988-8-24 


电话 : 12345678| 


性 别 : 男 


姓名 : Singleton 


当前 很 多 知名 的 信息 技术 公司 都 设计 了 非 关 系 型 数据 库 产品 来 支持 大 数据 的 存储 、 计 
算 和 分 析 ,例如 Google 的 BigTable、.Amazon 的 DynamoDB 和 Facebook 的 Cassandra 等 。 

BigTable 是 Google 设计 用 来 处 理 海量 的 数据 的 一 种 分 布 式 非 关 系 型 的 数据 库 。 目 
前 ,BigTable 已 经 被 部 署 在 数 千 台 商 用 服务 器 上 并 处 理 达到 PB(Petabytes) 规 模 的 数据 。 

Bigtable 是 一 个 稀 玻 的 、 分 布 式 的 .持久 化 的 、 多 维 的 排序 映射 。Bigtable 是 一 个 键 值 映 
射 。Bigtable 的 键 有 三 维 ,分 别 是 行 键 (Row Key)、 列 键 (Column Key) 和 时 间 戳 (Time 
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Stamp) , 行 键 和 列 键 都 是 字 节 串 ,时间 截 是 64 位 整 型 ; 而 值 是 一 个 字 节 串 。 可 以 用 (row: 
string, column: string, time:int64) 一 string 来 表示 一 条 键 值 对 记录 。 

目前 ,BigTable 为 谷歌 旗下 的 搜索 .地 图 、 财 经、 打印 以 及 社交 网 站 Orkut、 视 频 共享 网 
站 YouTube 和 博客 网 站 Blogger 等 业务 提供 技术 支持 。 


习题 


1. 如 果 A={0,1} 和 B=={1,2}), 试 求 下 列 集合 。 

(1) AX{1}xB; 

(2) A* xB; 

(3) (BXA)’。 

2. 在 具有 xz 和 y 轴 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,车 有 
X={r|Ixr€ERA—3<zr<2)} 
Y={y|y€ERA—2<y<0} 

给 出 笛 卡 儿 乘积 的 解释 。 
3. 设 A.B 和 C 为 任意 三 个 集合 , 试 证 (ANB)XCCND)=(AXO)N 站 (BXD), 当 且 仅 
当 C<A, 有 (ANB)UC=AN(BUC)。 

4. 试 证 AXB=BXAS(A=@B)V (B=@)V (A=B).。 

5. 判断 下 列 命题 的 真 假 , 如 果 为 真 ,给 出 证 明 ; 否则 给 出 反例 。 

(1) (AUB)x (CUD)= (AXOU (BxXD); 

(2) (A—B)Xx(C—D)=(AXCOC)—(BxD); 

(3) (A®B) xX (CBD)=(AXOOBBXD); 

(4) (A—B)XC=(AXOC)—(BXO); 

(5) (4 由 B)XC=(AXxC) 四 (BXC)， 

(6) 存在 集合 A 使 得 ASAXA; 

(7) P(A)XP(A)=P(AXA)., 

6. 设 A={1,2,4,6), 列 出 以 下 关系 R。 

(1) R={<zx,y>|z,yEANztyz2}; 

(2) R={<zx,y>|zr,yEAAN|z—y|=1)}; 

(3) R={<zx,y>|zr,yEANz/yEA)}; 

(4) R={<zx,y|z,yEAAy 为 素数 }。 

7. 列 出 集合 A={2,3,4) 上 的 恒 等 关 系 I4。 和 全 域 关系 E。。 

8. 给 出 下 列 关系 R 的 所 有 序 偶 。 

(1) A={0,1,2},B={0,2,4},R={<zx,y>|z,y€EANMB)}; 

(2) A={1,2,3,4,5},B={1,2,3},R={<zx,y>|x€EAAMyEBANzr=y}。 

9. 设 Ri 和 R 都 是 从 A={1,2,3,4} 到 B= 二 {2,3,4} 的 二 元 关系 ,并 且 

R={<1,2>,<2,4>, <=3,3>} 
R= {<l > hd4>s ,2>} 
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求 RiUR; ,Ri NR; ,domR ,domR。: ,ranRi ,ranR, ,dom (Ri UR;,) ,ranCR NR;,) ,fldCR， 一 
RD Ra RR 

10. 设 集合 A 王 141,2,3}, 问 A 上 有 多 少 种 不 同 的 二 元 关系 ? 

ii 届 关 系 基 一 下 有 大专 谎 2 有 证 
RR (2};RL{1;2}]s 

12. 设 关系 R={<2,{2B,{2})}, 达 {2},2B>}, 求 RT,R?,R’:,RM{2D},RVMY， 
RIM{{G}},RLG],RL{{G}}]. 

13. 说 明 以 下 关系 尺 具 有 哪些 性 质 并 说 明理 由 。 

(1) 整数 集 Z 上 的 大 于 关系 。 

(2) 集合 A={1,2,… ,10} 上 的 关系 下 ={<z,y>>|z,yEAAz 十 > 一 10) 。 

(3) 实数 集 上 的 关系 R={ 二 zx,Vr 二 1x 之 0}。 

(4) 任意 集合 A 上 的 恒 等 关 系 TA。 

14. 设 A 是 所 有 人 的 集合 ,定义 A 上 的 二 元 关系 

Ri= {zy|z;yEAA 人 z 比 y 高} 
Rs = {二 zx,y|zx,y € A 人 zx 和 y 有 共同 的 祖父 母 } 

说 明 R 和 R。 具有 哪些 性 质 。 

15. 设 R 和 R, 是 集合 A 上 的 二 元 关系 。 判 断 下 列 命题 的 真 假 。 如 果 为 真 ,给 出 证 
明 ; 否则 ,给 出 反例 。 

(1) 如 果 R 和 R, 是 自 反 的 , 则 Ri*R, 也 是 自 反 的 。 

(2) 如 果 R 和 R。 是 反 自 反 的 , 则 Ri*R, 也 是 反 自 反 的 。 

(3) 如 果 Ri 和 R。 是 对 称 的 , 则 Ri*R。 也 是 对 称 的 。 

(4) 如 果 R 和 R, 是 反对 称 的 , 则 Ri*R, 也 是 反对 称 的 。 

(5) 如 果 R, 和 R。 是 可 传递 的 , 则 Ri*Rs 也 是 可 传递 的 。 

16. 证 明 : 若 尺 是 集合 A 上 的 自 反 和 可 传递 关系 , 则 ReR=R。 

17. 证 明 : 若 关 系 尺 和 S 都 是 自 反 的 , 则 RUS,RNS 也 是 自 反 的 。 

18. 证 明 : 若 关系 尺 和 S 是 自 反 的 、 对 称 的 和 可 传递 的 , 则 RNS 也 是 自 反 的 、 对 称 的 和 
可 传递 的 。 

19. 设 集合 A 是 有 限 集 , 且 |1A|=n, 求 : 

(1) A 上 有 多 少 个 不 同 的 对 称 关 系 ; 

(2) A 上 有 多 少 个 不 同 的 反对 称 关系 ; 

(3) A 上 有 多 少 个 不 同 的 既 非 自 反 又 非 反 自 反 的 关系 。 

20. 给 定 集合 A 二 {10,1,2,3},R 是 A 上 的 关系 ,并 可 表示 成 R={<0,0 二 ,<<0,3>， 
二 2,0,<2,1>,<2,3 放 ,二 3,2), 试 画 出 R 的 关系 图 并 写 出 对 应 的 关系 矩阵 。 

21. 设 A={0,1,2,3) ,Ri 二 {<i,j 记 |j=iF1Vj=i/2} 和 Rs 二 {<i,j 这 li=j 二 2} 是 A 
上 的 关系 ,应 用 矩阵 计算 方法 , 求 关 系 矩 阵 MR ,Mx, ,MR .mm » Me, »MRiR,-R, » Mi 。 

22. 给 定 集合 A 二 {1,2,3}。 图 4. 22 中 给 出 了 12 种 A 上 的 关系 尺 的 关系 图 。 对 于 每 
个 关系 图 , 写 出 相应 的 关系 矩阵 ,并 证 明 被 表达 的 关系 是 否 是 自 反 的 或 反 自 反 的 ; 是 否 是 对 
称 的 或 反对 称 的 ; 是 否 是 可 传递 的 。 
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图 4.22 A 上 的 12 种 关系 图 


23. 设 A 是 一 个 集合 ,R 和 R, 是 A 上 的 二 元 关系 ,并 设 R, 二 R, , 试 证 : 
(1) r(Ri1)Sr(R;,); 
(2) s(R1)2s(R,); 
(3) 1(R1)2t(R;, )。 


24. 图 4. 23 给 出 3 个 关系 图 。 试 求 出 每 一 个 关系 的 自 反 、 对 称 和 可 传递 闭 包 ,六 


闭 包 的 关系 图 。 
© 和 @ 
© @ 四 (© 
(a) (b) (9 


图 4.23 3 个 关系 图 


25. R 和 Rs 是 集合 A 上 的 关系 。 试 证 明 : 
(1) rCRUR2:) 一 -CR UrCR:); 
(2) s(R1 UR:)=s(RI)Us(R;); 
(3) #(R1 UR;,)SR1) UR;,), 


F 夯 出 
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26. 设 集合 A 二 {a,b,c,d,e,f,g,h},R 是 A 上 的 二 元 关系 ,图 4. 24 给 出 了 RR 的 关系 
图 。 试 画 出 可 传递 闭 包 1(R) 的 关系 图 ,并 求 出 isr(R)。 


图 4.24 RR 的 关系 图 


27. 设 R 是 集合 A 上 的 任意 关系 。 试 证 明 : 

(C1) Rt Yt =R*'s 

(2) ReR* =R+ =R’ °R; 

(3) (有 R" ) "一 R” 。 

28. 对 于 给 定 的 集合 A 及 其 上 的 关系 尺 ,判断 RR 是 否 为 等 价 关 系 。 

(1) A 为 实数 集 , Vz,yEA,zRyez 一 y 一 2。 

(2) A={1,2,3}, Vzx,yE A,rRySr+t+yz3。 

(3) A=2Z1+ , 即 正 整 数 集 , Yz,yEA,zRyezry 是 奇数 。 

29. 设 {A1,A,，,…,A,}) 是 集合 A 的 划分 。 试 证 明 {Ali 门 B,A; 门 B,…,A, 门 B} 是 集合 
ANB 的 划分 。 

30. 把 个 元 素 的 集合 划分 为 两 个 类 ,共有 多 少 种 不 同 的 划分 方法 ? 

31. 图 4. 25 给 出 了 集合 {1,2,3} 中 的 两 种 关系 图 。 这 两 种 关系 是 否 为 等 价 关系 ? 
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图 4.25 关系 图 


32. 在 等 价 关系 图 中 ,如 何 识别 等 价 类 ? 

33. 设 RR 是 集合 A 上 的 关系 。 对 于 所 有 的 zx; ,zj ,zi EA 来 说 ,如 果 ziRz; 且 ziRzt 就 
有 ziRzi，, 则 称 关系 尺 是 循环 关系 , 试 证 明 当 且 仅 当 尺 是 一 个 等 价 关 系 时 , 尺 才 是 自 反 的 和 
循环 的 。 

34. 设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关系 。 试 证 明 : 当 且 仅 当 Ci 中 的 每 一 个 等 价 类 都 
包含 于 Cs 的 某 一 个 等 价 类 时 , 才 有 RSR: 。 

35. 设 A={1,2,3,4), 在 AXA 上 定义 二 元 关系 R， 

V <uv>,<ry>E AXA, Zuv>R<iy> ut+y= viz 
(1) 证 明 尺 是 AXA 上 的 等 价 关系 。 
(2) 确定 由 尺 所 导出 的 对 AXA 的 划分 。 


36. 设 R 为 NXN 上 的 二 元 关系 ， 
V <a,b>,<ed>ENXN, <a,b>R<ed>Sb=d 

(1) 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

(2) 确定 由 R 所 导出 的 划分 。 

37. 设 RI 和 Rs, 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 并 分 别 有 秩 r, 和 7r;。 试 证 明 Ri 门 R, 也 是 集 
合 A 上 的 等 价 关 系 , 它 的 秩 至 多 为 r,r,。 并 证 明 R, UR; 不 一 定 是 集合 X 上 的 等 价 关系 。 

38. 设 集合 六 二 {zi ,zs，,… ,7z6},R 是 X 上 的 相 容 关系 ,R 的 简化 矩阵 如 下 , 试 画 出 相 容 
关系 图 ,并 求 出 所 有 的 最 大 相 容 类 。 


Xs 出 

2Z5 1 1 

Zh 0 0 1 

站 0 0 1 

Ze 0 1 0 
Xl Taz Is 4 Ts 


39. 已 知 集合 5=={Ai ,A;,…,A,) 的 覆盖 ,说 明 如 何 才 能 确定 此 覆盖 的 相 容 关系 。 
40. 设 集合 X=={1,2,3,4,5,6),R 是 X 上 的 关系 ,图 4. 26 给 出 了 RR 的 关系 图 。 试 画 
出 Ri 和 Rs 的 关系 图 。 


图 4.26 R 的 关系 图 


41. 假定 Ix 是 集合 X 上 的 恒 等 关 系 ,R 是 X 上 的 任何 关系 。 试 证 明 IxURUR !' 是 相 
42. 给 定 等 价 关 系 R 和 5S ,它们 的 关系 矩阵 是 
| OE | 
0 
a 


让 
0 而 
试 证 明 R。S 不 是 等 价 关系 。 
43. 设 集合 X= 二 {1,2,3)。 请 定义 两 个 X 上 的 等 价 关 系 R! 和 Rs ,使 得 Ri*R, 也 是 等 价 


44. 对 于 下 列 集合 中 的 整除 关系 画 出 喻 斯 图 。 
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DN 

(0 

45. 如 果 R 是 集合 X 上 的 偏 序 关 系 , 且 ASX。 试 证 明 RN (AXA) 是 A 上 的 偏 序 

46. 试 给 出 集合 X 的 实例 ,使 =P(X), 忆 二 是 全 序 集合 。 

47. 给 出 一 个 关系 ,使 其 既是 集合 上 的 偏 序 关 系 又 是 等 价 关系 。 

48. 证 明 下 列 命题 。 

(1) 如 果 尺 是 拟 序 关系 , 则 R -也 是 拟 序 关 系 。 

(2) 如 果 R 是 偏 序 关系 , 则 R :也 是 偏 序 关系 。 

(3) 如 果 R 是 全 序 关系 , 则 R71! 也 是 全 序 关系 。 

(4) 存在 一 个 集合 S 和 S 上 的 关系 尺 , 能 使 <S,R 之 是 良 序 的 ,但 天 S,R- 二 不 是 良 
序 的 。 

49. 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,证 明 当 且 仅 当 RNR "== 名 和 R==R1 时 ,R 才 是 拟 序 
的 ; 当 且 仅 当 RNR7'!==I4 和 R= 二 R* 时 ,R 才 是 偏 序 的 。 

50. 图 4. 27 给 出 了 偏 序 集合 二 P,R 二 的 喻 斯 图 ,P= {x ,xz ,zs ,x srs) 。 


图 4.27 题 50 的 哈 斯 图 


(1) 下 列 关系 中 哪 一 个 是 真 的 ? 

TiRis ,TR rT Rrs ,Te Rrs si Ri ,zs Rr ,Ta Rxs 

(2) 求 出 P 中 的 最 大 元 和 最 小 元 ,如 果 它们 存在 的 话 。 

(3) 求 出 已 中 的 极 大 元 和 极 小 元 。 

(4) 求 出 子 集 {z ,zsyzt}、{zsyziyzs} 和 {ziyrzyzs} 的 上 界 和 下 界 , 并 指出 这 些 子 集 的 
最 小 上 界 LUB 和 最 大 下 界 GLB, 如 果 它 们 存在 的 话 。 
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函数 是 满足 某 些 条 件 的 二 元 关系 。 这 里 所 要 讨论 的 是 离散 函数 , 它 能 把 一 个 有 限 集合 
变换 成 男 一 个 有 限 集合 。 计 算 机 执行 任何 程序 都 属于 这 样 一 种 变换 。 通 常 认为 函数 是 输入 
和 输出 之 间 的 一 种 关系 , 即 对 于 每 一 个 输入 或 自 变量 ,函数 都 能 产生 一 个 输出 或 函数 值 。 因 
此 ,可 以 把 计算 机 的 输出 看 成 是 输入 的 函数 。 编 译 程序 能 把 一 个 源 程序 变换 成 一 个 由 机 器 
语言 的 指令 集合 构成 的 目标 程序 。 

在 本 章 中 ,首先 将 定义 一 般 的 函数 ,然后 讨论 特种 函数 ,由 一 种 特殊 函数 一 一 双 射 函数 
引出 不 可 数 集合 基数 的 比较 方法 。 在 以 后 的 各 章 中 ,这 些 概 念 将 起 着 重要 作用 。 在 开关 理 
论 、 自 动机 理论 、 可 计算 性 理论 等 领域 中 ,函数 都 有 着 极其 广泛 的 应 用 。 


Gi 函数 的 基本 概念 和 性 质 


在 本 节 中 ,首先 给 出 函数 的 基本 定义 ,然后 讨论 函数 的 合成 和 合成 函数 的 基本 性 质 。 

函数 (或 称 映射 ) 是 满足 某 些 条 件 的 关系 ,关系 又 是 笛 卡 儿 乘积 的 子 集 , 于 是 得 到 如 下 的 
定 愉 。 

定义 5.1 设 A 和 B 是 两 个 任意 的 集合 ,并 且 f 是 从 A 到 B 的 一 种 关系 。 如 果 对 于 每 
一 个 zxEA, 都 存在 唯一 的 yE 了 ,使 得 一 z,y 二 6E 太 则 称 关 系 f 为 函数 或 映射 ,并 记 作 
了 43。 

对 于 函数 f:A-~ 忆 来 说 ,如 果 有 一 rz,y 二 E 太 则 称 是 自 变量 ; 与 x 相对 应 的 y, 称 为 
在 了 作用 下 z 的 像 点 ,或 称 y 是 函数 在 zx 处 的 值 。 通 常用 >= 7Cz) 表 示 <<z,y 二 EF。 由 
定义 5.1 不 难看 出 ,从 A 到 B 的 函数 矿 , 是 具有 下 列 性 质 的 从 A 到 B 的 二 元 关系 。 

(1) 每 一 个 元 素 zxEA ,都 必须 关系 到 某 一 个 YE B。 也 就 是 说 ,关系 f 的 定义 域 是 集合 
A 本 身 ,而 不 是 A 的 真子 集 。 

(2) 如 果 有 < 一 z,y 二 E 太 则 函数 和 了 在 z 处 的 值 y 是 唯一 的 , 即 

<zry>EfF Nr,z>E fy=z 

因为 函数 是 关系 ,所 以 关系 的 一 些 术 语 也 适用 于 函数 。 例 如 ,如 果 了 是 从 A 到 B 的 函 
数 , 则 集合 A 是 函数 了 的 定义 域 , 即 domf 二 A; 集合 B 称 为 f 的 陪 域 ; ranf 是 了 的 值 域 ， 
且 ranfSSB。 有 时 也 用 f(A) 表 示 f 的 值 域 ranf, 即 

f(A)=ranf={y|yE€E BA IzEANy= 72))) 
有 时 也 称 f(A) 是 函数 f 的 像 点 。 
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应 该 注意 ,函数 三 的 像 点 与 自 变量 zx 的 像 点 是 不 同 的 。 这 里 给 出 的 函数 的 定义 是 全 函 
数 的 定义 ,所 以 domf 二 A。 

例 5.1 设 已 是 全 集 ,P(E) 是 下 的 过 集 。 对 任何 两 个 集合 A,BEP(E) 的 并 运算 和 相 
交 运 算 ,都 是 从 P(E)XP(E) 到 P(E) 的 映射 ; 对 任何 集合 AEP(E) 的 求 补 运算 , 则 是 从 书 
(EE) 到 P(E) 的 映射 。 

例 5.2 试 说 明 下 面 的 二 元 关系 是 否 是 函数 。 

(1) exp={<zx,e’>|rER}., 

(2) arcsin={<z,y>|zx,yERAN siny= zx}。 

解 : (1) 是 函数 ,满足 函数 的 任意 性 和 唯一 性 条 件 ;(2) 不 是 函数 ,不 满足 唯一 性 条 件 。 


例如 zx 一 0. 5 时 ,arcsin0. 5 一 全 十 2nx(2 一 0,1,2…)。 此 例 告诉 我 们 ,这 里 给 出 的 函数 的 概 


念 和 高 等 数学 中 给 出 的 函数 的 概念 是 有 所 区 别 的 ,在 高 等 数学 中 ,一直 把 反正 弦 arcsin 当 作 
函数 。 
例 5.3 设 N 是 自然 数 集合 ,函数 S:N->N 定义 成 So) 一 2 十 1。 显 然 S(0)==1,S(1)=2， 
S(2) 二 3,… 这 样 的 函数 S, 通 常 称 为 皮 亚 诺 后 继 函数 。 
有 时 为 了 某 种 需要 ,要 特别 强调 函数 的 任意 性 和 唯一 性 性 质 : 函数 f 的 域 domf 中 的 
每 一 个 xz, 在 值 域 ranf 中 都 恰 有 一 个 像 点 y ,这 种 性 质 通常 被 称 为 函数 的 良 定性 。 
定义 5.2 给 定 函 数 f:A 一 B 和 g:CD。 如 果 了 和 g 具有 同样 的 定义 域 和 陪 域 , 即 
A 二 C 和 B=D, 并 且 对 于 所 有 的 EA 或 TEC, 都 有 f(z) 二 g(x), 则 称 函 数 f 和 g 是 相等 
的 , 记 作 f=g。 
定义 5.3 ”给 定 函 数 f:X>Y, 且 有 ACX。 
(1) 构建 一 个 从 A 到 YY 的 函数 
g=fN AxXY) 
通常 称 g 是 函数 了 的 缩小 ,并 记 作 f/A。 
(2) 如 果 g 是 了 的 缩小 , 则 称 f 是 g 的 扩大 。 
从 定义 可 以 看 出 ,函数 f/A:AY 的 定义 域 是 集合 A ,而 函数 了 的 定义 域 则 是 集合 X。 
f/A 和 了 的 陪 域 均 是 集合 Y。 于 是 车 g 是 了 的 缩小 , 则 应 有 
domg domf 和 gf 
并 且 对 于 任何 zxEdomg ,都 有 g(xz)==(f/A)(z)=f(z)。 
例 5.4 令 Xi=={0,1},Xs 二 {10,1,2},Y 二 {a,b,c,d}。 定 义 从 Xi 到 Y 的 函数 了 为 : 
= {00 0 bday; 
g=fU{<0,2,a> ,<1,2,c>,<2,0,6>, 达 2,1,a 放 ,过 2,2,d 放 } 是 从 X? 到 Y 的 函 
数 。 于 是 f= 二 g/Xi, 所 以 f 是 g 在 Xi 上 的 缩小 (或 称 限制 ),g 是 了 到 Xi 上 的 扩大 (或 称 
延 拓 )。 
因为 函数 是 二 元 关系 ,所 以 可 以 用 关系 图 和 关系 矩阵 来 表达 函数 。 图 5. 1 所 示 为 函数 
f:X>Y 的 图 解 表示 。 
此 外 ,由 函数 的 定义 可 知 ,在 关系 矩阵 的 每 一 个 行 上 ,都 有 且 仅 有 一 个 元 素 的 值 是 1, 而 
此 行 上 的 其 他 元 素 都 必定 为 0。 因此 ,可 以 用 一 个 单独 的 列 来 代替 关系 和 矩阵。 在 这 个 单独 
的 列 上 ,应 标明 所 对 应 的 给 定 函 数 的 各 个 值 。 这 样 ,该 列 上 的 各 元 素 也 说 明了 自 变量 与 其 函 
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区 /的 陪 域 
图 5.1 函数 三 : X>Y 的 图 解 


数值 之 间 的 对 应 关系 。 
例 5.5 设 集合 X={a,b,c,d} 和 Y= 二 {1,2,3,4,5) ,并且 有 
f={<a,l>,<6b,3>,< ce,4>,<d,4>} 
试 求 出 domf,ranf 入 的 矩阵 表达 式 。 
解 : domf=={a,b,c,d) 
ranf={1,3,4} 


下 
二 00 10 0 
LL 
@ 001 
的 简化 关系 矩阵 为 
a 1 
_|b 3 
i 
d 4 


下 面 进 一 步 讨 论 函数 的 构成 。 设 X 和 Y 是 任意 的 两 个 集合 。 在 XXY 的 所 有 子 集中 ， 
并 不 全 都 是 从 X 到 Y 的 函数 , 仅 有 一 些 子 集 可 以 用 来 定义 函数 。 

定义 5.4 设 A 和 B 为 任意 两 个 集合 , 记 

B={f|f:A— 8B} 

为 从 A 到 B 的 所 有 函数 的 集合 。 下 面 举例 说 明 这 种 函数 的 构成 。 

例 5.6 设 集合 X={a:,p,c} 和 集合 Y 一 {0,1}。 试 求 出 所 有 可 能 的 函数 F:X->Y。 

解 : 首先 求 出 XXY 的 所 有 序 偶 , 于 是 应 有 

XKYS= {0 

于 是 ,XXY 有 2 个 可 能 的 子 集 , 但 其 中 仅 有 下 列 2 个子 集 可 以 用 来 定义 函数 


f:X>Y, 
R=, HO0 FAH0F}) A=,0>s < Fr} 
六 = my S00 = (ts <ul >< 
= {wl> 和 <0,<00>}, f= (<ol> 0>, Tl} 
=awl>s <1lS>sZo0 Ds: R={ 人 ol lS 人} 


A 和 B 都 是 有 限 集合 ,1A|==m 且 1B| 二 nn, 因为 任何 函数 f:A 一 B 的 定义 域 都 是 集合 


A, 所 以 每 个 函数 中 都 惟有 m 个 序 偶 。 而且, 任何 元 素 xEA, 都 可 以 在 B 的 n 个 元 素 中 任 
选 其 一 作为 自己 的 像 点 。 因 此 ,应 有 nm” 个 可 能 的 不 同 函 数 , 即 
1B*|=|BI*=m 
上 面 的 讨论 说 明了 为 什么 要 用 B* 表示 从 A 到 B 的 所 有 可 能 的 函数 /AB 的 集合 。 
同时 也 说 明了 函数 f:A 一 B 的 个 数 仅 依赖 于 集合 A 的 基数 |A| 和 集合 B 的 基数 1B|, 而 和 
集合 A 与 B 的 内 容 无 关 。 
例 5.7 设 和 A 为 任意 集合 ,B 为 任意 非 空 集合 。 


(1) 因为 存在 唯一 的 从 名 到 A 的 函数 多 ,所 以 
A” = {8} 

(2) 因为 不 存在 从 B 到 儿 的 函数 ,所 以 
Qi=8 


6.; 函数 的 合成 和 合成 函数 的 性 质 


在 第 4 章 , 介 绍 过 关系 的 合成 运算 。 函 数 既 然 是 关系 ,那么 按照 一 些 规定 ,就 可 以 把 对 
关系 的 合成 运算 扩展 到 函数 。 
定义 5.5 设 /:X>Y 和 g:Y>Z 是 两 个 函数 。 于 是 ,合成 关系 feg 为 了 与 g 的 合 
函数 ,并 用 g。f 表示 , 即 
gf= (<>| (EX)N EDN IDGY EY Ny= 2) Nz= gy))) 
注意 : 合成 函数 g。f 与 合成 关系 f°g 实际 上 表示 同一 个 集合 。 这 种 表示 方法 的 不 同 
既是 历史 形成 的 ,也 有 其 方便 之 处 。 
对 合成 函数 g*f, 当 二 (g* 有 (rz) 时, 必 有 
z= g(f(7x)) 
8°f 与 g(f(x)) 的 这 种 次 序 关系 是 很 理想 的 。 上 述 定 义 隐 含 了 函数 f 的 值 域 是 函数 g 
的 定义 域 Y 的 子 集 , 即 ranfSdomg。 条 件 ranfSdomsg 能 确保 合成 函数 g。f 是 非 空 的 。 
否则 ,合成 函数 g°f 是 空 集 。 如 果 g。f 非 空 , 则 能 保证 g°*f 是 从 X 到 Z 的 函数 ,于 是 引出 
下 面 的 定理 。 
定理 5.1 设 f:XY 和 g:Y>Z 是 两 个 函数 。 
(1) 合成 函数 g*f 是 从 X 一 Z 的 函数 ,并 且 , 对 于 每 一 个 zxEX, 都 有 (g*" (zz) 一 
人 六。 
(2) domg°f=f°' [domg] :rang° f=g[ranf]。 
其 中 /7'[domg ] 表 示 g 的 定义 域 在 f 下 的 原 像 集 ,g [ranf] 表 示 了 的 值 域 在 g 下 的 像 
证 明 : (1) 若 对 某 个 7EX 有 zi,z2 EZ2Z,<zx,z Eg°f 且 <zx,z:Eg°*f, 则 
和 
>Iy(<r ma >EF Nya >EgN Jy (ry >EF Ay >E g) 
字 3y3yx( 二 yr A 人 A< yaa>ESgA 人 < za >Eg)( 因 为 了 是 函数 ) 
这 zi 二 x2( 因 为 g 是 函数 ) 


因此 ,g* 了 是 函数 。 
(2) 任 取 xzEdomg*f, 有 
rEdomg°f 
SjIy(yE domg 人 一 zy 二 E 万 
SIy(yE domg A<y,r>E) 
Sr € 广 [domg] 
因此 ,domg*f=f!'Ldomg]。 
再 任 取 xErang*f, 有 
z€Erang° fSOIy(y Eranf A<y,x >E gO E gLranf] 
因此 ， 
rang° f = g[ranf] 
例 5.8 设 集合 X= {zi1,7T2 T3741) Y= {yy yy ys 和 和 2Z= {Gs} 函数 
f:X>>Y 和 g :YZ 分 别 是 
f= (二 zy >, rN > ,ry >, < rys >} 
g= {< > Ns > < Wis >} 
试 求 出 函数 g*f:X 习 Z, 并 给 出 它 的 图 解 。 
解 : 函数 go" 让 :X 一 2 为 
攻关 一 
g* 太 的 图 解 如 图 5. 2 所 示 。 
给 定 函 数 f:X>Y 和 8g:Y 一 2Z ,能 够 求 得 合成 函数 g*f:X 习 Z; 但 是 , 却 不 一 定 存在 合 
成 函数 f*g。 存 在 f*g 的 条 件 是 rangSdomf。 然 而 ,对 于 函数 f :XX 和 g:X 一 XX 来 说 ， 
总 是 能 求 得 合成 函数 gof,f*g,f*f 和 g*g。 


8 a ef 


了 一 一 一 一 -一 Z 大 一 一 了 


图 5.2 合成 函数 g* 太 : X-~Z 的 图 解 


例 5.9 设 集合 X 一 {1,2,3} ,函数 f:X 一 XX 和 g:X 一 XX 分 别 为 
0 ei ef 
= 

试 求 出 合成 函数 fg,g°f.g°g,f°f。 

解 : 

Re 
En = 1 


1 
"f= D> 
由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,g*f 隆 f*g, 即 函数 的 合成 运算 是 不 可 交换 的 ,但 它 是 可 结合 
定理 5.2 函数 的 合成 运算 是 可 结合 的 , 即 如果 f,g,h 都 是 函数 , 则 应 有 
hel(g°f)=(h°g) ef (1) 
证 明 : 由 关系 的 可 结合 性 可 直接 得 到 。 
在 图 5. 3 中 ,用 图 解法 说 明了 函数 的 合成 
的 可 结合 性 。 因 为 函数 的 合成 运算 是 可 结合 的 ， 
所 以 在 表达 合成 函数 时 ,可 以 略 去 圆 括号 , 即 
heg°e f=he(g° =(heg)° ff (2) 
下 面 把 恒等式 (2) 所 给 出 的 关系 ,推广 到 更 
为 一 般 的 情况 。 设 有 个 函数 ; 户 :X 一 X， 
户 :X 一 Xi 万:X, 一 X+ ,于 是 无 括号 表达 
式 户 " 记 -和 "万 , 唯 一 地 表达 了 从 Xi 到 X,+ 
的 函数 。 如 果 Xi: 一 Xs: 一 … 一 X, 一 X,+ 一 X 和 图 5.3 函数 的 合成 的 可 结合 性 
放 二 二 … 二 二 , 则 可 用 疡 表示 从 X 到 X 
的 合成 函数 户 *" 户 -: "万 。 
例 5.10 设 忆 是 整数 集合 ,并 且 函 数 f:Z>Z 给 定 成 Fi 一 2 十 1。 试 求 出 合成 函数 
js 
解 : 显然 ,合成 函数 及 ( 让 是 一 个 从 ZZ 到 的 函数 。 于 是 应 有 
Pe FD FE = CD F000) FD 
= f(f(f0) = f(fC2i+1)) 
三 f(4i 二 3) 一 2(04 十 3) 十 1 一 8 十 7 
定义 5.6 给 定 函 数 f:X 一 X, 如 果 有 f= 二 了 , 则 称 f 是 等 昨 函 数 。 
例 5.11 设 Z 是 整数 集合 和 和 NN, 二 10,1,2,…,m 一 1}, 并 且 函 数 f:ZN, 是 了 (i)= 
i(mod m) ,其 中 ,N,, 表示 整数 集合 {0,1,…,m 一 1} 。 试 证 明 , 对 于 n 宇 1, 都 有 广 ==f。 
证 明 : (对 用 归纳 法 ) 当 n=2 时 ， 
f=f° f= = fi(modm))= (i(modm)(modm)=i(modm)=f 
设 k<n 时 ,有 /=f。 
现 证 n=k 十 1 时 ,有 了 "= 下 。 
因为 


(hog)ef 


ho(gof ) 


f= psf = 
故 对 于 所 有 的 n 宇 1, 都 有 疡 三 f, 即 f 是 等 血 函 数 。 


.3 特殊 函数 


某 些 类 型 的 函数 ,具有 一 些 十 分 重要 的 性 质 ,而 这 些 性 质 对 于 人 们 研究 某 些 具体 领域 中 
的 实际 问题 是 十 分 有 用 的 。 例 如 ,可 以 通过 双 射 函数 来 研究 无 限 集 的 基数 的 比较 ,通过 特征 


函数 来 研究 集合 间 的 关系 等 。 下 面 将 专门 定义 这 些 函 数 , 并 且 给 出 相应 的 术语 。 

定义 5.7 给 定 函 数 f:X>Y。 

(1) 如 果 函 数 f 的 值 域 ranf 二 Y, 则 称 f 为 映 上 的 映射 ,或 称 满 射 函 数 。 

(2) 如 果 函 数 的 值 域 ranfCY, 则 称 广 为 映 入 的 映射 ,或 称 内 射 函数 。 

定义 5.8 给 定 函 数 f:X>Y, 对 于 zi ,zs EX 来 说 ,如 果 有 

Ti FT (TF f(r) 
或 者 是 

(md i = 
则 称 了 为 一 对 一 的 映射 ,或 称 为 单 射 函 数 。 

此 定义 隐 含 地 规定 了 只 有 当 |X| 三 |Y| 时 ,f:X>Y 才 可 能 是 一 对 一 的 映射 。 

定义 5.9 ”给 定 函数 f:X 一 Y。 如 果 了 既是 满 射 的 又 是 单 射 的 , 则 称 f 为 一 对 一 的 映 
满 的 映射 ,或 称 f 为 双 射 函数 。 

定义 中 的 条 件 说明 构 成 双 射 函数 的 必要 条 件 是 |X| 王 |Y| 。 后 面 我 们 将 会 看 到 ,如 果 两 
个 无 限 集 之 间 存 在 一 个 双 射 函数 ,那么 这 两 个 无 限 集 是 等 势 的 。 

例 5.12 判断 下 列 函 数 是 否 为 单 射 . 满 射 , 双 射 的 ,并 给 出 原因 。 

(1) f:R>R;f(z)=—z’+2zx—1。 

(2) F:Z+ 一 R,Fz) 一 Inz,Z+ 为 正 整数 集 。 

(3) F:R-~R,Fz) 一 2z 一 1。 

(4) f:R+ 一 R+ ,Fz) 一 (z2 十 3)/z,R+ 为 正 实 数 集 。 

解 : (1) 函数 f(x) 为 开口 向 下 的 抛物 线 ,不 是 单调 函数 ,并 且 在 x==1 处 取得 极 大 值 0， 
因此 它 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 的 。 

(2) 函数 f(x) 是 单调 上 升 的 ,因此 是 单 射 的 。 但 不 是 满 射 的 ,因为 ranf 二 {ln1,1n2,…} 
ER， 

(3) 函数 F(z) 是 满 射 , 单 射 和 双 射 的 。 因 为 它 是 单调 函数 并 且 ranf 二 R。 

(4) 函数 F(z) 既 不 是 单 射 的 ,也 不 是 满 射 的 。 因 为 当 z=1 和 z=3 时 ,f(z) 二 4, 所 以 
f(z) 不 是 单 射 的 。 当 z==V3 时 ,f(z) 取 得 最 小 值 2V3 ,所 以 f(x) 不 是 满 射 的 。 

定理 5.3 给 定 函 数 f 和 g ,并 且 有 合成 函数 g*f。 于 是 

(1) 如 果 f 和 gg 都 是 满 射 函 数 , 则 合成 函数 g*f 也 是 满 射 函 数 ; 

(2) 如 果 f 和 gg 都 是 单 射 函 数 , 则 合成 函数 g*f 也 是 单 射 函数 ; 

(3) 如 果 f 和 gg 都 是 双 射 函数 , 则 合成 函数 g。f 也 是 双 射 函数 。 

证 明 : 设 集合 X,Y 和 Z, 并 且 有 函数 f:X>Y 和 g :YZ。 

(1) 设 任意 的 元 素 x=EZ, 由 于 g 是 满 射 函 数 , 因 而 存在 某 一 个 元 素 yEY, 能 使 g(y) 一 =。 
另外 ,因为 是 满 射 函数 ,所 以 存在 某 一 个 元 素 zxEX, 能 使 fF(z) 一 y, 于 是 有 

(g° f(x)=g(f(x))=g(y)=x 

即 xE(g* 户 (X)。 由 元 素 *EZ 的 任意 性 ,可 知 命题 (1) 为 真 。 

(2) 设 任意 的 元 素 zx;,x; EX 且 有 x; 闫 zxj, 因 为 是 单 射 的 ,所 以 必定 有 f(x;) 关 
f(x;)。 由 于 g 是 单 射 的 且 f(zi;) 关 f(zj) 可 推出 g(f(zi)) 关 g(f(z;)), 即 如 果 xz; 关 zj, 则 
有 (g* 六 (zi) 天 (go 六 (zi)。 于 是 命题 (2) 的 真 值 为 真 。 

由 命题 (1) 和 命题 (2) 可 直接 推出 命题 (3)。 


但 是 ,以 上 定理 各 部 分 的 逆 定 理 均 不 成 立 。 

定理 5.4 ”给 定 函 数 f 和 gg ,并 且 有 合成 函数 g*f, 于 是 

(1) 如 果 g* 了 是 满 射 函数 , 则 g 必定 是 满 射 的 ; 

(2) 如 果 g。f 是 单 射 函数 , 则 f 必定 是 单 射 函 数 ; 

(3) 如 果 g。f 是 双 射 函数 , 则 g 必定 是 满 射 的 ,f 是 单 射 的。 

证 明 : (1) 设 函 数 f:X>Y 和 g:Y>2Z, 由 定理 5.1 可 知 合成 函数 gf:X 一 Z。 因 为 g*f 
是 满 射 函数 ,所 以 g。f 的 值 域 rang* f= 二 Z。 设 任意 的 元 素 xEX, 存 在 yEY 和 >EZ, 于 是 
应 有 


(g° (x)=z= g(f(7x)) = g(y) 
因此 ,函数 g 的 值 域 rang 二 rang。f==Z, 即 g 是 满 射 的 。 
(2) 设 1 是 函数 :XY 和 g 是 函数 g :YZ。 于 是 由 定理 5. 1 得 合成 函数 g°f:X 一 
Z。 再 设 x;,x) EX 和 x; 了 关 x;。 因 为 g*f 是 单 射 的 ,所 以 应 有 
(zig °° ri) A (g° (rg(f(r)) Fg(fzx))) 
因为 g 是 函数 ,所 以 像 点 不 同时 , 原 像 一 定 不 相同 , 即 
gf Cr)) Fg f(r)Sf) #¥ F277) 
根据 永 真 蕴 涵 关 系 的 可 传递 性 ,应 有 
(zi FTFz) A f(z;) 
因此 ,f 是 单身 函数 。 
(3) 由 (1) 和 (2) 可 知 (3) 成 立 。 
定义 5.10 给 定 集合 X, 并 且 有 函数 Ix :X 一 X。 对 于 所 有 的 zxEX, 如 果 有 ITx(z) 一 z， 
即 
太一 (<zz>>|zEX 
则 称 Ix 为 恒 等 函数 。 
显然 , 恒 等 函 数 是 个 双 射 函数 。 
定理 5.5 给 定 集合 X 和 Y。 对 于 任何 函数 f:X>Y, 都 有 
= 
证 明 : 设 zEX 和 >yEY。 根 据 定 义 5.10 有 IJxr(z)=z 和 Jr(y) 一 y, 于 是 有 
CRs TD = FLDY = 2 
(ly » Nz) = Iy(f(2)) = f(z) 
综 上 所 述 ,可 知 {=f*Ix 二 ly°f。 


6.4 反 函 数 


在 5.3 节 ,我 们 用 关系 的 合成 直接 定义 了 函数 的 合成 。 那 么 ,能 否 用 关系 的 逆 关 系 直 接 
定义 函数 的 反 函 数 呢 ? 
例 5.13 考查 如 下 定义 的 函数 f:Z>Z。 
了 = {<ii>|i€ 2} 


于 是 ， 


= 

显然 广 ' 不 是 从 Z 到 ZZ 的 函数 。 这 个 例子 告诉 我 们 ,不 能 直接 用 关系 的 道 关系 来 定义 
函数 的 反 函 数 。 

定义 5.11 设 j:X-~Y 是 一 个 双 射 函数 。 太 的 逆 关 系 是 的 反 函 数 (或 称 逆 函 数 ) ,并 
记 作 广 : 。 对 于 三 来 说 ,如 果 存 在 广 : , 则 函数 是 可 逆 的 。 

应 该 注意 , 仅 当 f 是 双 射 函数 时 , 才 有 对 应 于 三 的 反 函 数 广 :。 

若 存 在 函数 g:Y 习 X, 使 得 g*f 二 Ix, 则 称 g 为 了 的 左 逆 ; 若 存 在 函数 g:Y 一 XX, 使 得 
f°g 一 1,, 则 称 g 为 了 的 右 逆 。 

定理 5.6 设 f:X~>Y 是 一 个 双 射 函数 , 则 其 反 函 数 广 ' 也 是 一 个 双 射 函数 ,并 且 是 从 
Y 到 X 的 函数 广 : :YX。 

证 明 : 首先 证 明 反 函数 广 : 是 一 个 从 YY 到 X 的 函数 。 为 此 ,可 把 上 和 廊 : 表 达成 
f={<zy>|Ir€EXNyEYA fz)=y} 
f={<y,r>|l<z,y>E€/f) 

因为 f 是 双 射 函数 ,所 以 每 一 个 yEY 都 必定 出 现 于 一 个 序 偶 一 z,y>E 太 之 中 ,从 而 
也 出 现 于 一 个 序 偶 一 y,z>E 广 :之 中 。 这 说 明 反 函数 广 :的 域 是 集合 Y, 而 不 是 Y 的 子 集 。 
另外 ,由 于 了 是 单 射 函数 , 故 对 于 每 一 个 yxEY, 至 多 存在 一 个 zxEX, 能 使 <z,y>E f; 因 
而 , 仅 有 一 个 zEX, 能 使 <y,z>E 广 :。 这 说 明 反 困 数 广 : 也 是 单 射 的 , 即 了 ?是 从 Y 到 XX 
的 函数 。 

再 来 证 明 广 ' 是 双 射 函数 。 为 此 ,假设 反 函 数 广 : :Y 一 X 不 是 双 射 函数 , 亦 即 广 ' 不 是 
单 射 或 满 射 的 。 如 果 广 : 不 是 单 射 的 , 则 可 能 有 二 wz>eE 广 :和 一 wz>E 广 !, 又 有 
三 zisyiEf 和 <zi,y; 记 Ef。 这 就 是 说 ,了 不 满足 像 点 的 唯一 性 条 件 ,因此 f 不 是 函数 。 
这 与 假设 相 矛 盾 , 故 广 ' 应 是 单身 函数。 如 果 广 ' 不 是 满 射 的 ,那么 就 不 是 每 一 个 EX 都 
出 现 于 序 偶 <y,z>E 广 :之 中 ,也 就 不 是 每 一 个 zxEX 都 出 现 于 序 偶 天 z,y>E 丰 之 中 。 
因此 三 不 是 函数 ,与 假设 矛盾 , 故 广 :是 满 射 函 数 。 因 为 广 :既是 单 射 的 又 是 满 射 的 ,所 以 
广 :是 双 射 函数 。 

定理 5.7 如 果 函 数 f:X>Y 是 可 逆 的 , 则 有 

入 。 了 一 路 ， 闻 "太一 下 
证 明 : 设 zEX 和 >yEY, 如 果 jz)=y' 则 有 广 :(y)=z, 于 是 能 够 得 到 
(Fo = f=) = 了 
因此 及 '*f 二 1x。 与 此 类 似 ,还 可 得 出 
(fo =D = f(a) = 
于 是 有 二 让。 

注意 : 函数 f 和 /1 的 合成 ,总 会 生成 一 个 恒 等 函 数 ,由 于 合成 的 次 序 不同 , 合 成 函数 
的 值 域 或 者 是 集合 X ,或 者 是 集合 了 。 

例 5.14 我 们 在 自然 数 集合 上 定义 4 个 函数 。 

鸭 三 有 00 三 过 1 三 吕 人 02 三 E 对 } 
= LlIS}U{Ea IwE NN 
i= {<nn+2>>|n€N)} 

= (<00F}U {nt laF3>|we N 


则 显然 有 
fi“pgi= fe m= fg = 1 
这 表明 g; 和 sg? 都 是 户 的 右 道 ,而 及 和 fs 又 都 是 gi 的 左 道 。 此 例 说 明 ,一 个 函数 的 左 逆 
和 右 逆 不 一 定 是 唯一 的 。 
例 5.15 给 定 集合 X={0,1,2} 和 Y={a,b,c} ,并且 函数 f:XY 给 定 成 f={<<0,c， 
二 1,4a 放 ,二 2,6 记 }, 反 函数 广 : :Y 一 X 给 定 成 广 :一 (到 c,0>>,<a,1>,<0,2 之 )}。 试 求 出 
he 
解 : (f1o 有 (x)=f1(f(z))={<0,0> ,<1,1> ,<2,2>}=Ix 
(ff NDSEFSF (=e oma}=I 
定理 5.8 如 果 了 是 双 射 函数 , 则 有 ( 广 :) 二 =f。 
证 明 : 假设 <z,y>>E( 广 :)-! ,于 是 有 
二 zy 二 E (六 站 名 二 yz>E MO<zry ES 
由 <z,y 的 任意 性 ,有 ( 广 :) 一 一 了 。 
定理 $.9 给 定 函 数 f;:X>Y 和 g:Y-~2Z., 并 且 三 和 g 都 是 可 逆 的 。 于 是 有 
(a = 
证 明 : 因为 f 和 g 都 是 函数 ,所 以 能 够 构成 合成 函数 gef:X 一 Z。 由 于 f 和 g 都 是 可 
逆 的 , 故 和 g 都 必然 是 双 射 的 ,于 是 由 定理 5.3 的 (3) 可 知 g*f 也 是 双 射 的 。 双 射 函 数 gf 
自然 可 以 构成 反 函 数 (g。f)”*。 因 为 f 和 g 都 是 双 射 函数 ,所 以 应 该 存在 反 函 数 广 : :Y 一 X 
和 g !:Z>Y, 由 此 能 构成 合成 函数 71。g :Z 一 X。 
因为 f 和 g 都 是 可 逆 的 ,所 以 根据 定理 5.7 应 有 
Os eR 
一 °°*f 
= f= I 
人 
= 


= 
tse = 

这 个 定理 说 明 , 可 以 用 反 函 数 的 相反 次 序 的 合成 ,来 表达 合成 函数 的 反 函数 。 

例 5.16 给 定 集合 X={1,2,3},Y=={a,b,c} 和 2Z={a,B,7) , 设 函 数 f;:X>Y 和 g:Y 一 2Z 
分 别 为 f={<1,c> ,<2,a>,<3,6>},g=={<a,7 之 ,<6,8 这 ,过 c,a}。 试 说 明 (g*) = 
Po 

解 : 


fF = < > Hl) 

BtCae Se 人 hh sa} 

六 = 人 和 
信人 
i 宝 罗 2 三 人， 内” 


.5 特征 函数 


我 们 能 用 一 种 很 简单 的 函数 来 确定 集合 与 集合 间 的 关系 ,这 种 函数 就 是 特征 函数 。 
定义 5.12 设 义 为 任意 集合 ,YER,f 和 g 是 从 X 到 YY 的 函数 。 
(1) F<g 表示 ,对 每 个 zxEX, 皆 有 f(x) 二 g(x)。 
(2) f+g:X>Y, 对 每 个 xEX 错 有 
(fi+g)(xz) = f(z)+ g(x) 
称 f+g 为 f 和 g 的 和 。 
(3) 一 g:X-~Y, 对 每 个 zxEX 皆 有 
(fC— = A — gC) 
称 f 一 g 为 f 和 g 的 差 。 
(4) fXg:X>Y, 对 每 个 EX 皆 有 
(f Xg)(x) = f(x) Xx g(x) 
称 fxg 为 上 和 8g 的 积 。 
定义 5.13 设 巨 为 全 集 ,AS 已 ,如 为 如 下 定义 的 从 EE 到 {0,1) 的 函数 
ti 人 | 
0， 工 人 A 
称 ya (zx) 为 集合 A 的 特征 函数 。 
下 面 列举 特征 函数 的 一 些 重 要 性 质 , 其 中 0 表示 从 EE 到 {0,1) 的 函数 {二 zx,0|r€EE}， 
1 表示 从 EE 到 {0,1) 的 函数 {x,1|r€EE}。 
(1) 0<y 二 1, 对 于 任意 的 AS 已 成 立 。 
(2) y= 二 0, 当 且 仅 当 A= 名 。 
(3) yg 二 1, 当 且 仅 当 A=E。 
(4) gn 三 gs， 当 且 仅 当 ASB。 
(5) gn 二 Ys， 当 且 仅 当 A=B; 
(6) ys=1—gh。 
(7) yans—= Ya X Yao 
(8) Yaua—=pat pe— Ya X yao 
(9) ya-s—=yJa— ya X yee 
(10) gn Xys 二 gn， 当 且 仅 当 ASB。 
(11) 如 关 如一 加。 
例 5.17 对 于 特征 函数 的 性 质 (8) 和 (9) 给 出 证 明 。 
证 明 : (8) 当 zEAUB 时 ,uas=1, 由 于 zEAUBSzEAVzEB, 于 是 可 能 有 以 下 几 
种 情况 : 
rEA 致 4 一 1,7&B 致 ys 一 0, 于 是 J 二 Jya 一 Ja XJa 王 1; 
@zrEB 但 zfA, 此 时 也 有 ya 十 gs 一 Ja XJ 二 1; 


@@ rEA 并 且 xEB, 此 时 yn 十 gs 一 Ja Xs 二 1 十 1 一 1X1=1。 
即 当 xzEAUB 时 ,yaus 一 J 十 ga 一 VAXys 成 立 ; 


当 zEAUB 时 ,gnus=0,; 而 iEAUBS -rEAUBSG-"(rEAVIEBSG(rIEANzr 


站 也 7 于是 
pat — aXys=0 
即 当 z&AUB 时 , 亦 有 
aua = at ya — Ya Xs 
综 上 ,(8) 式 成 立 。 


对 于 (9), 当 xEA 一 B 时 ,Jn-s 二 1 而 YE€EA 一 BSrEAANzrEKBSW=1Ays=0, 于 


4 一 J Xs 二 1 一 1X0=1, 即 (9) 式 成 立 ; 
当 z&A 一 也 时 ,加 -as 一 0, 而 
rr¢A—BSO-.(r€EA—B) 
SO (rEAANrEB) 
Sr¢AVrEB 
Sp =0Vys=1 
于 是 有 
© ya—yga Xs=0—0X0=0; 
加 ya—yg Xys=1—1X1=0; 
图 yn—yn Xys=0—0X1=0。 
即 z&A 一 B 时 ,总 有 
Yas = pa— Ya xX ye 
综 上 ,对 任何 情况 都 有 (9) 式 成 立 。 
利用 集合 的 特征 函数 可 以 证 明 集合 论 中 的 等 式 成 立 。 
例 5.18 用 特征 函数 证 明 
AU(BNO= UBNAUO 
证 明 : 通过 直接 计算 可 得 
Yaucano = pat Yenc — Ya X Yenc 
= pa+tys Xec— pa XYye Xe 


Waumnauo = paus X nuc 
= (ga ya — Ya X ys) X (fat yc — ya X yc) 
= pa XpatpaXyc— pa Xpa Xetyha xX ystye Xe 
—Ja Xj Xjc— pa XpaXyja— ja Xj Xyctya Xj XpaXyc 
= pnt Xe— pa Xje Xe 
所 以 
Paucano = aupnano 
从 而 得 到 
AU(BNMNO=(AUBDNGANO 


是 


6.6 基数 


对 于 有 穷 集合 来 说 ,总 可 以 比较 它们 的 元 素数 目 。 例 如 , 设 集合 A 有 个 元 素 ,集合 了 
有 m 个 元 素 , 于 是 n 和 m 的 关系 只 能 是 下 面 3 种 情形 之 一 : Om==n; @m 二 n; @m > 
但 是 ,对 于 无 限 集合 来 说 ,无 法 比较 它们 元 素 的 数目 ,必须 采用 另 一 种 方法 来 比较 。 这 就 是 
本 节 要 讨论 的 无 限 集 的 基数 的 比较 方法 。 

定义 5.14 设 A 和 B 是 两 个 集合 。 从 A 到 B, 如 果 存 在 一 个 双 射 函数 f:A 一 B, 则 称 
A 和 B 是 等 位 的 或 等 势 的 , 记 作 A~B, 读 作 4 等 势 于 B。 

例 5.19 设 集合 N={0,1,2,…)}),Ns 二 {0,2,4…}, 试 证 明 N 一 Na 。 

证 明 : 设 f:N~N,, 且 对 于 n€ENN, 令 f(n) 二 2n。 显 然 ,f 是 从 N 到 Ni 的 双 射 函数 , 因 
而 有 一 

注意 : 这 里 NCN。 对 于 有 限 集 绝 不 会 有 这 种 情况 。 这 既是 有 限 集 和 无 限 集 之 间 本 
质 上 的 差别 ,也 是 对 无 限 集 的 一 种 定义 方法 。 

定义 5.15 设 A 和 B 为 两 个 集合 。 

(1) 如 果 A~~B, 就 称 A 和 B 的 基数 相等 , 记 为 |A|=1B|。 

(2) 如 果 存 在 从 A 到 B 的 单 射 , 就 称 A 的 基数 小 于 等 于 B 的 基数 , 记 为 |A| 志 1B|。 

(3) 如 果 |A| 志 |B| 且 |A| 翅 1B| ,就 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 , 记 为 |A| 二 |B|。 

任何 两 个 基数 都 可 以 比较 大 小 。 对 于 无 限 集 的 基数 ,规定 特殊 的 记号 , 令 |N| 二 S,, 读 
作 阿 列 夫 零 ; 令 实数 集合 R 的 基数 为 |R| 二 污 1 , 读 作 阿 列 夫 一 。 

例 5.20 证 明 (1) NXN~N; (2)N 一 Q; (3)(0,1) 一 R; (4)[0,1] 一 (0,1);，(5) 对 任意 
a,bER,a<b 有 [0,1]~[a,b]。 

证 明 : (1) 构建 由 NXN 到 N 的 双 射 函数 。 构 建 函 数 f:N~Q 

f(<zriy>)=2(2y+1)—1 

首先 证 函数 f 是 单 射 的 。 任 取 过 zi,y1, 二 x2,ys 记 ENXN, 使 得 f(<xi,y)= 
f(<zsyys>);, 则 


21(2y1 二 1) 一 1 = 二 2%(2ys 十 1) 一 1 
S21 (2y 十 1) = 2y; 二 1 

1 OO— Xz 0 和 守 1 有 证] 
Sz=xzNy=y 


因此 ,f 是 单 射 的。 
再 证 f 是 满 射 的 。 任 取 nEN, 则 
f(<zx,y>)=n 
SO2(2y 二 1)—1=n 
S27(2y 十 1) 一 2 十 1 
a T=0,y = n/2, nn 为 偶数 
人 =|logs(n+t+1) |,y 一 (2 十 1)/2“ 一 1/2， 克 为 奇数 
因此 ,了 是 满 射 的 。 


综 上 所 述 ,f 是 双 射 的 。 
(2) 因为 有 理 数 可 以 表示 为 p/q(p,q€EN,g 记 0) 的 形式 ,如 下 所 示 , 可 以 建立 有 理 数 同 
自然 数 的 双 射 函数 ,因此 有 NN 一 Q。 


ye 9/ < —1/1d oa -> 1/1 2/1mm -> 3/16 
+ } 外 } 中 } 
— 3/207 —2/2 /2 < 0/2 < 11/ 各 2/2 3/209 
1 林 + 
一 8/3 —2/3 > 一 HM30 一 0/3 一 1/3® 一 2/39 3/3 
当 } 


—3/49 -2/4 A 04 一 LU 一 2/4 一 3/4o9 


(3) 构建 函数 F:(0,1) 一 R,F(z) 一 tanr 2 很 明显 f 为 双 射 函数 ,因此 (0,1) 一 R。 
(4) 构建 函数 f:[0,1] 下 (0,1)。 
/2 r=0 
= 1/4， 去 一 工 
1/2"2, z= 1/2" 
zs 其 他 


则 三 为 双 射 函数 ,因此 有 [0,1] 一 (0,1)。 

(5) 构建 函数 六 [0,1]-[ae ,如 ,Fz) 一 (一 az 十 ac。 很 明显 f 为 双 射 函数 ,因此 [0,1] 一 
[a,b]。 

例 5.21 设 A 为 任意 集合 , 则 P(A)~{0,1)^。 

证 明 : 构建 函数 f:P(A) 一 {0,1)*,f(A') 二 gw, 其 中 yw 是 集合 A' 的 特征 函数 。 很 明 
显 f 为 双 射 函数 ,因此 有 P(A) 一 {0,1)*。 

定理 5.10 设 A,B,C 为 任意 集合 。 

(1) A~A.。 

(2) 车 A~B, 则 B~A。 

(3) 若 A~B,B~C, 则 A~C。 

证 明 留 作 练 习 。 

根据 前 面 的 分 析 和 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 的 结果 。 

N~Z~Q~NXN 
R~ [0,1]~ (0,1) ~ [a,b] ~ (a,b) 

是 否 可 以 进一步 得 到 N 一 了 R 呢 ? 下 面 的 康 托 定理 可 以 给 出 答案 。 

定理 5.11 ( 康 托 定理 ) 

(1) NXR, 

(2) 对 于 任意 集合 A, 都 有 A P(A)。 

证 明 : (1) 如 果 能 证 明 N 姑 [0,1], 就 可 以 得 到 NR。 为 此 只 需 证 明 任意 函数 f:N 一 
[0,1] ,都 不 是 满 射 的 。 

设 f:N-[0,1], 则 其 函数 值 可 以 通过 下 面 的 方式 列举 出 来 。 

f(0) = 0.analzals… 
f(1) = 0.aaar a 


(2 一 1) 一 0.aaanzadas… 


设 > 是 [0,1] 之 间 的 一 个 小 数 ,其 表示 式 为 0.615,6;… ,并且 满足 b; 关 aii ,i 二 1,2,… 
显然 这 样 的 > 是 可 以 构造 出 来 的 , 且 其 同上 面 列 出 的 任何 一 个 函数 值 都 不 相等 。 因 此 ,y 攻 
ranf, 即 f 不 是 满 射 的。 

(2) 同 (1) 类 似 , 只 需 证 明 任何 函数 g:A 习 P(A) 都 不 是 满 射 的 。 

设 函 数 g:A 习 P(A), 则 可 构造 如 下 的 集合 B。 

六 三 后 生生 允 入 宙 攻 六 他 米 
于 是 BE P(A), 但 对 任意 xzEA 都 有 zx EB 入 rTKg(z), 从 而 证 明了 对 任意 xzEA 都 有 
B 关 g(x), 因 此 Bfrang, 即 g 不 是 满 射 的 。 

根据 这 个 定理 可 知 N 了 P(N), 同 时 NR。 实际 上 P(N) 和 R 都 是 比 N 更 大 的 集合 。 
那么 |P(N)| 和 |R| 之 间 的 关系 是 什么 呢 ? 

例 5.22 证 明 PIN) 一 R。 

证 明 : 即 证 明 {0,1)N~[0,1]。 对 于 任意 xE1{10,1)* 都 可 以 表示 为 0 和 1 的 串 aas…， 


a 
wE 10,1} ,于 是 可 以 定义 函数 f:{0,1}* 一 [0,1], f(x) = > ai/2 , 则 函数 f 为 双 射 函数 ， 


因此 {0,1)* ~ [0,1], 即 P(N) ~ R。 

定义 5.16 ”如 果 集 合 A 同 自然 数 集合 的 真子 集 等 势 , 则 称 A 是 有 限 的 或 有 限 集 ,否则 
称 A 是 无 限 的 或 无 限 集 。 

定义 5.17 ”如果 集合 A 同 自 然 数 集合 或 自然 数 集合 的 真子 集 等 势 , 则 称 A 是 可 计数 
的 或 可 数 集 ; 否则 称 A 是 不 可 计数 的 或 不 可 数 集 。 

从 定义 可 以 看 出 ,不 是 所 有 无 限 集合 都 是 可 数 的 。 例 如 ,实数 集合 就 是 不 可 数 的 。 

至 此 ,可 以 得 出 如 下 的 结论 : 

(1) 和 自然 数 等 势 的 无 限 集 的 基数 为 内。; 

(2) 和 实数 集合 等 势 的 无 限 集 的 基数 为 兴 ,; 

(3) VN, 

在 计算 机 科学 中 ,广泛 地 应 用 了 本 节 的 概念 ,特别 是 可 计算 性 理论 。 在 非 数值 系统 中 的 
元 素 与 自然 数 之 间 ,可 以 制定 出 一 种 双 射 函数 关系 。 这 样 就 能 够 把 非 数 值 系统 中 的 命题 , 变 
换 成 相对 应 的 自然 数 的 命题 。 因 此 ,可 以 利用 证 明 自 然 数 系统 中 相对 应 的 命题 ,来 间接 地 证 
明 非 数值 系统 中 给 定 的 命题 。 


€.7 不 可 解 问题 


现代 数字 计算 机 已 经 应 用 于 社会 生活 的 各 个 方面 ,似乎 计算 机 无 所 不 能 , 若 不 考虑 运算 
时 间 的 限制 ,对 于 任何 问题 ,只 要 能 把 它 抽象 成 计算 机 可 接受 的 输入 形式 ,就 能 用 计算 机 进 
行 求解 。 然 而 ,实际 情况 并 非 如 此 ,可 计算 性 理论 告诉 我 们 : 确实 存在 计算 机 无 法 解决 的 问 
题 ,尽管 它们 可 以 表示 成 计算 机 可 接受 的 输入 形式 。 

以 下 将 粗浅 地 讨论 可 计算 性 的 问题 ,首先 利用 可 数 集 的 概念 证 明 不 可 计算 的 问题 确实 


存在 ,然后 给 出 著名 的 不 可 判定 的 停机 问题 。 


5.7.1 不 可 解 问题 的 存在 性 


所 谓 不 可 解 问题 是 指使 用 数字 计算 机 无 法 解决 的 问题 ,更 具体 地 说 ,就 是 指使 用 某 种 程 
序 设计 语言 无 法 解决 的 问题 , 即 不 存在 可 为 它们 求解 的 程序 。 

下 面 将 说 明 不 可 解 问题 确实 存在 。 基 本 方法 是 : 首先 说 明 程序 的 集合 是 无 限 可 数 的 ， 
然后 说 明 问 题 的 集合 是 无 限 不 可 数 的 ,所 以 问题 比 程序 多 得 多 ,确实 无 法 为 每 个 问题 都 编写 
出 解决 它 的 程序 。 

假定 所 考查 的 程序 设计 语言 是 C 语言 (其 他 程序 设计 语言 也 可 以 )。C 语言 的 字符 集 是 
有 限 集 , 设 为 了 。C 语言 ( 源 程序 ) 是 三 中 的 字符 所 构成 的 有 限 字 符 串 。 设 所 有 的 合法 的 C 

程序 组 成 集合 C, 则 CS5* ,其 中 5* 是 上 有 限 字符 串 的 集合 。 由 于 5 是 有 限 集 ,而 字符 
串 长 度 nEN, 因 此 3" 是 可 数 集 , 所 以 C 也 是 可 数 集 。 

任何 问题 都 可 以 抽象 为 从 输入 到 输出 的 函数 ,通过 适当 的 编码 ,输入 和 输出 可 以 分 别 编 
码 为 两 个 自然 数 ,所 以 可 以 用 自然 数 集 N 上 的 函数 来 为 问题 建 模 。 反 过 来 ,N 上 的 函数 也 
都 是 问题 。 于 是 ,可 以 用 N 上 的 函数 的 集合 来 为 问题 的 集合 建立 数学 模型 。 

设 自 然 数 集 N 上 的 函数 的 集合 是 下 , 则 

F={f|f:N—N} 

由 康 托 定理 可 知 下 是 不 可 数 集 。 因 此 C 为 可 数 ,F 为 不 可 数 ,|1C| 二 |F|, 所 以 一 定 存在 

某 个 函数 (问题 ) ,计算 它 的 程序 是 不 存在 的 。 


5.7.2 停机 问题 


具有 实际 应 用 价值 的 不 可 解 问 题 是 否 存 在 ? 答案 是 肯定 的 ,著名 的 停机 问题 就 是 其 中 
Rs 

停机 问题 是 不 可 解 问题 的 经 典 例子 , 它 的 不 可 解 性 是 计算 机 科学 中 最 著名 的 定理 之 一 ， 
图 灵 在 1936 年 证 明了 停机 问题 的 不 可 解 性 。 停 机 问题 的 定义 如 下 。 

输入 : 一 个 程序 和 这 个 程序 要 处 理 的 输入 。 

输出 : 若 程 序 在 该 输入 下 能 终止 , 则 输出 “是 ”, 否 则 ,输出 “ 否 

停机 问题 是 一 个 很 有 意义 的 现实 问题 , 它 的 成 功 解决 将 对 程序 员 的 工作 提供 很 大 的 
帮助 ,例如 ,自动 判断 程序 中 是 否 有 死 循环 等 。 但 是 ,遗憾 的 是 这 样 的 检测 工具 是 构造 不 
出 来 的 。 

在 证 明 停机 问题 的 不 可 解 性 之 前 ,首先 注意 ,不 能 通过 简单 的 运行 一 个 程序 并 观察 它 的 
行为 来 确定 在 给 定 的 输入 下 它 是 否 能 终止 。 若 程序 运行 一 段 时 间 后 停止 了 , 则 可 以 简单 地 
得 出 答案 。 但 是 若 在 运行 一 段 时 间 之 后 未 停止 , 则 无 法 确定 它 是 永 不 停机 ,还 是 我 们 等 待 的 
时 间 不 够 。 

假定 停机 问题 是 可 解 的 ,有 一 个 名 为 halt 的 解决 停机 问题 的 C 函数 : int halt(char * 
prog, char * input) 。 

它 有 两 个 输入 : * prog 是 一 个 C 函数 的 源 代码 字符 串 , * input 是 表示 输入 的 字符 串 。 
如 果 函 数 * prog 在 给 定 的 输入 * input 下 能 终止 ,halt 返回 1, 和 否则 返回 0。 


再 给 出 一 个 简单 的 函数 contrary 如 下 。 


void contrary(char * prog) 
{ if (halt(prog, prog)) 
while (1);} 

现 将 函数 contrary 本 身 作为 输入 调用 contrary, 考 察 其 执行 过 程 。 

(1) 若 其 中 对 halt 的 调用 返回 1, 则 表明 contrary 在 对 自身 运行 时 将 会 停机 。 但 是 分 
析 contrary 的 源 代码 可 以 发 现 ,在 这 种 情况 下 ,contrary 将 进入 一 个 无 限 循环 ,从 而 不 会 停 
机 。 这 是 矛盾 的 。 

(2) 若 其 中 对 halt 的 调用 返回 0, 则 表明 contrary 在 对 自身 运行 时 将 不 会 停机 。 但 是 
contrary 的 源 代码 表明 ,在 这 种 情况 下 ,contrary 不 会 进入 无 限 循环 ,从 而 将 停机 。 这 也 是 
矛盾 的 。 

两 种 情况 都 有 矛盾 ,所 以 ,函数 halt 实际 上 是 构造 不 出 来 的 , 即 停机 问题 不 可 解 。 

通过 把 某 个 已 知 的 不 可 解 问题 归 约 到 新 间 题 的 方法 ,可 以 证 明 新 间 题 也 是 不 可 解 的 。 

例 5.23 考虑 如 下 的 停机 问题 的 变 体 一 一 零 输 入 停机 问题 。 

输入 : 一 个 没有 输入 的 程序 。 

输出 : 若 该 程序 能 终止 , 则 输出 * 是 ”, 和 否则 输出 “和 否 ”。 

解 : 假定 零 输入 停机 问题 是 可 解 的 ,有 一 个 函数 int ehalt(char * prog) 。 

其 输入 是 一 个 没有 输入 的 程序 。 若 被 输入 的 程序 能 终止 , 则 ehalt 返回 1, 否 则 ehalt 返回 0。 

可 以 利用 ehalt 构造 halt, 即 把 停机 问题 归 约 到 零 输入 停机 问题 ,这 样 就 得 到 解决 停机 
问题 的 一 个 算法 ,这 与 已 证 明 的 结论 (停机 问题 是 不 可 解 的 ?矛盾 , 从 而 证 明 零 输入 停机 问题 
也 是 不 可 解 的 。 具 体 归纳 方法 如 下 。 

(1) 把 halt 的 输入 程序 P 和 输入 字符 串 I 改造 成 一 个 没有 输入 的 程序 P', 并 使 得 P' 能 
终止 当 且 仅 当 程序 P 在 输入 I 下 能 终止 。 这 种 改造 可 以 通过 修改 程序 P, 把 I 作为 它 的 一 个 
静态 变量 S 存储 ,并 进一步 修改 P 中 对 输入 的 引用 ,使 它们 从 S 中 得 到 输入 ,经 过 如 此 改造 
的 程序 即 为 P'。 

(2) 对 了 调用 ehalt。 

(3) 直接 输出 ehalt(P') 的 返回 值 。 

上 述 证 明 使 用 了 可 计算 性 证 明 中 的 一 个 常规 技术 , 即 用 一 个 程序 修改 另 一 个 程序 。 

现实 中 还 有 许多 我 们 希望 能 用 计算 机 来 解决 的 问题 是 不 可 解 的 ,其 中 许多 都 与 程序 的 
行为 有 关 。 例 如 ,判定 程序 中 的 某 行 代码 在 某 个 输入 下 是 否 会 被 执行 的 问题 是 不 可 解 的 、 判 
定 程序 是 否 包含 病毒 等 。 然 而 ,这 并 不 意味 着 不 能 编写 程序 来 处 理 某 些 特殊 情况 ,甚至 是 大 
多 数 情况 。 例 如 ,有 许多 好 的 启发 式 规则 可 用 来 确定 程序 是 否 含有 病毒 ,至少 可 以 确定 程序 
是 否 含有 已 知 的 那些 病毒 。 


习题 


1. 下 列 关系 中 哪 一 些 能 够 构成 函数 ? 对 于 不 是 函数 的 关系 ,说 明 不 能 构成 函数 的 
原因 。 


(1) Ri={<z,y>|(z,yEN) AM (zt+y=10)}; 
(2) Rs={<zr,y>|(zr,yER)AN (y=7x)}; 
(3) Rs={<zx,y>|(r,yER) MN (y=zx))}.。 
2. 下 列 集合 中 , 哪 一 些 能 够 用 来 定义 函数 ? 试 求 出 所 定义 的 函数 的 定义 域 和 值 域 。 
bE 
= 
(7 = 
(0 = 
3. 设 Z 是 整数 集合 ,Zt+ 是 正 整 数 集合 ,并 且 把 函数 f:Z 一 Z+ 定 义 成 f( 让 =|12i| 十 1。 
试 求 出 函数 的 值 域 ranf。 
4. 设 巨 是 全 集 ,P(E) 是 EE 的 客 集 ,P(E)XP(E) 是 由 EE 的 子 集 所 构成 的 所 有 序 偶 的 集 
合 。 对 任意 的 S1,S, EP(E), 把 f:P(E)XP(E) 一 P(E) 定 义 成 fF(S,,S:)=Si 站 S: 。 试 证 
明 f 的 陪 域 与 值 域 相等 。 
5. 设 A={ 一 1,0,1} ,并 定义 函数 f:A* 一 B 
= ee 
ZT—y, 2a9 和 0 
(1) 写 出 了 的 全 部 序 偶 。 
(2) 求 出 Rj。 
(3) 写 出 f/{0,1)* 中 的 全 部 序 偶 。 
(4) 有 多 少 个 和 f 具有 相同 的 定义 域 和 值 域 的 函数 g :A 一 B? 
6. 设 R 是 实数 集合 ,并 且 对 于 zER 有 函数 F(z)=z 十 3,g(z) 一 2z 十 1 和 h(x)==x/2， 
试 求 合 成 函数 g*f,f°g,f°f'g°g,foh,he gh f 和 foh°g. 
7. 设 集合 X 一 {0,1,2}。 试 求 出 X* 中 如 下 的 所 有 函数 f:X 一 X。 
(1) f(z)= f(z); 
(2) f* (x)=7; 
(3) fi (zx)=x。 
8. 设 N 是 自然 数 集合 ,R 是 实数 集合 ,Z 是 整数 集合 。 下 列 函 数 中 哪些 是 满 射 的 ? 哪 
些 是 单 射 的 ?哪些 是 双 射 的 ? 
(1) f:N>N,f(i)=7+2, 
(2) f:N>N,f(i)=i(mod 3)。 
1， i 是 奇数 
0， i 是 偶数 
0， i 是 奇数 
1，i 是 偶数 
(5) f:N>R,f(i)=logwi, 
(6) f:R>R,f(i)=i+2i—15。 
(7) f :N=>N,f(<n ,n>)=nr 。 
(8) f:R>R,f(i)=2:, 
(9) f:N>NXN,f(n)=<=n,n+t+1>。 


(3) AmNV7O-| 


(4) Am 一 | 


YX 离散 数学 


(10) f:{a,b}" >{a,b}’ ,FFCz) 一 Za。 
(11) f:Z>N,f(z)=|z|。 
9. 设 X 和 YY 都 是 有 穷 集合 ,X、Y 的 基数 分 别 为 |X|==m 和 |Y|==n。 
(1) 有 多 少 个 从 到 Y 的 单 射 函数 ? 
(2) 有 多 少 个 从 X 到 Y 的 满 射 函数 ? 
(3) 有 和 多少 个 不 同 的 双 射 函数 ? 
10. 设 A={1,2,3), 有 多 少 个 从 A 到 A 的 满 射 函 数 f 具有 性 质 F(1) 一 3? 
11. 设 A={1,2,…,n}), 有 多 少 满足 以 下 条 件 的 从 A 到 A 的 函数 f? 
(DD a i i 
(2) f°f=1n; 
(3) f°f°f=1,。 
12. 设 集合 X={ 一 1,0,1}: ,定义 函数 f:X 一 Y 

ra > 

Zi 一 2 Zez < 入 0 

有 多 少 同 上 具有 同样 的 定义 域 和 值 域 的 不 同 函数 ? 
3. 设 函 数 f:R+ 一 R 是 f(x) 二 x? 一 2。 试 求 反 函数 广 : 。 
4. 设 集合 X=={1,2,3,4)。 试 定义 一 个 函数 F:X-~~X, 能 使 f 关 Ix ,并 且 是 单 射 的 。 求 
出 ff= 了 天, 户 ==f° 玉 ,和 f*f'!。 能 否 求 出 另外 一 个 单 射 函 数 g:X 一 X, 能 使 g 关 Ix， 
但 是 geg=Ix。 
5. 试 证 明 , 从 XXXY 到 YXX 存在 一 个 一 对 一 的 映射 ,并 且 验 明 此 映射 是 否 是 映 
满 的 。 
6. 证 明 特征 函数 所 具有 的 性 质 (1) 到 (7) 和 (10) 到 (11)。 
7. 应 用 特征 函数 求 下 列 各 式 成 立 的 充分 必要 条 件 。 
(1) (4 一 B)U(A 一 C) 一 A5 
(2) A@BB=8; 
(3) A 中 B=A; 
(4) ANB=AUB., 
18. 证 明 下 列 集合 是 可 数 的 。 
(1) {k|k=3n—2,nEN}; 
(2) {k|k=n?: ,EN}; 
(3) 集合 (1) 和 (2) 的 并 集 ; 
(4) {zitzxs V 一 Tryzs EQ},Q 是 有 理 数 集合 。 
19. 证 明 [0,1] 等 势 于 [1,2]。 
20. 证 明 (0,1) 等 势 于 [0,1]。 
21. 设 A,B,C,D 是 集合 ,上 且 A~C,B~D, 证 明 AXB~CXD。 
22. 如 果 集合 A 和 As 都 是 可 数 的 和 不 相交 的 ,证 明 Ai UA, 也 是 可 数 的 。 


代数 系统 


什么 是 代数 ? 

爱 因 斯 坦 (Albert Einstein,1879 一 1955) 小 时 候 曾 好 奇 地 问 他 的 叔叔 :“ 代 数 是 什么 ?” 
( 那 时 候 他 只 学 过 算术 ) 他 的 叔叔 回答 得 很 妙 :“ 代 数 是 一 种 懒惰 人 的 算术 , 当 你 不 知道 某 些 
数 时 ,你 就 暂时 假设 它 为 z+、y, 然 后 再 想 办 法 去 寻找 它们 。" 道 理 一 经 点 破 , 就 好 像 “ 哥 伦 布 立 
蛋 ” 的 故事 一 样 ,人 人 都 会 做 了 。 

代数 是 什么 ? 以 符号 代替 数 的 解 题 方法 就 是 代数 。 

代数 是 从 算术 精炼 出 来 的 结晶 ,昌平 凡 但 妙用 无 穷 。 因 此 它 又 叫 作 广义 算术 
(Generalized Arithmetic) 或 进 阶 算术 (Advanced Arithmetic) 或 普遍 算术 (Universal Arithmetic) 。 

代数 的 由 来 。 

Algebra 一 词 来 自 阿拉 伯 文 al-jabr,al 为 冠 词 ,jabr 之 意 为 恢复 或 还 原 , 解 方 程式 时 将 
负 项 移 至 男 一 边 变 成 正 项 ,也 可 说 是 还 原 ,也 有 接骨 术 的 意思 。 

中 国 在 1859 年 正式 使 用 代数 这 个 名 词 ( 李 善 兰 (1811 一 1882) 在 《 代 微 积 拾级 ) 一 书 中 的 
序 中 指出 “中 法 之 四 元 , 即 西 法 之 代数 也 ”) ,在 不 同 的 时 期 有 人 用 算术 作为 代数 的 名 称 , 中 
古书 人 九 章 算术 》 其 实 是 一 本 数学 百科 全 书 , 代 数 问题 分 见于 各 章 ,特别 是 第 8 章 方程 ,主要 
是 论述 线性 (一 次 ) 联 立方 程 组 的 解法 , 秦 九 韶 (1208 一 1261) 的 《 数 书 九 章 ) 中 有 “ 立 天 元 一 ” 
的 术语 ,天 元 就 是 代表 未 知 数 ,用 现在 的 术语 来 说 就 是 “ 设 未 知 数 为 z”。 

代数 (Algebra) 是 数学 的 其 中 一 门 分 支 ,可 大 致 分 为 初等 代数 学 (Elementary Algebra) 
和 抽象 代数 学 (Abstract Algebra) 两 部 分 。 

初等 代数 学 是 指 19 世纪 中 期 以 前 发 展 的 方程 理论 ,主要 研究 某 一 方程 (组 ) 是 否 可 解 ， 
如 何 求 出 方程 所 有 的 根 ( 包 括 近似 根 ) ,以 及 方程 的 根 有 何 性 质 等 问题 。 

抽象 代数 是 在 初等 代数 学 的 基础 上 产生 和 发 展 起 来 的 。 它 起 始 于 19 世纪 初 ,形成 于 
20 世纪 30 年 代 。 在 这 期 间 ,挪威 数学 家 阿 贝 尔 (Niels Abel,1802 一 1829) .法国 数学 家 伽 罗 
瓦 (Evariste Galois, 1811 一 1832) 英国 数学 家 德 。 摩根 (Augustus De Morgan, 1806 
1871) 和 布尔 (George Boole,1815 一 1864) 等 人 都 做 出 了 杰出 贡献 ,荷兰 数学 家 范 德 瓦 尔 登 
(Bartel Van Der Waerden,1903 一 1996) 根 据 德国 数学 家 诺 特 (Emmy Noether,1882 一 1935) 
和 奥地利 数学 家 阿 廷 (Emil Artin,1898 一 1962) 的 讲稿 ,于 1930 年 和 1931 年 分 别 出 版 了 
《近世 代数 学 ) 一 卷 和 二 卷 , 标 志 着 抽象 代数 的 成 熟 。 

代数 系统 的 中 心 问题 是 研究 数字 文字 和 更 一 般 元 素 的 运算 规律 和 由 这 些 运算 适合 的 
公理 而 定义 的 各 种 数学 结构 的 性 质 。 它 对 现代 数学 如 拓扑 学 、 泛 函 分 析 等 以 及 一 些 其 他 科 
学 领域 ,如 计算 机 科学 、 编 码 理论 等 ,都 有 重要 影响 并 具有 广泛 的 应 用 。 
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本 部 分 内 容 分 3 章 来 介绍 : 代数 系统 . 群 与 环 . 格 与 布尔 代数 。 
(6.1 代数 系统 的 一 般 概念 


6.1.1 二 元 运算 

定义 6.1 设 S 是 非 空 集合 且 函 数 f: S" 一 S, 则 称 f 为 S$ 上 的 一 个 n 元 运算 。 其 中 
是 自然 数 , 称 为 运算 的 元 数 或 阶 。 

S 中 的 每 个 元 素 称 为 S 中 的 零 元 运算 。 对 于 n= 二 1,f: SS 的 映射 , 称 为 一 元 运算 ; 对 
于 n= 二 2,f: S: 一 S, 称 为 二 元 运算 。 这 里 主要 讨论 一 元 运算 和 二 元 运算 。 一 般 , 这 种 运算 给 
每 一 个 n 重 序 元 或 序 偶 指 定 S 中 的 唯一 的 元 素 , 当 然 这 些 n 重 序 元 或 序 偶 的 成 员 x 也 属于 
集合 S。 

定义 6.2 如果 对 给 定 集合 的 成 员 进行 运算 ,产生 了 像 点 ,而 该 像 点 又 是 同一 集合 的 成 
员 , 则 称 此 集合 在 该 运算 下 是 封闭 的 ,这 种 性 质 称 为 闭 包 性 或 封闭 性 。 

在 正 整数 的 加 法 和 乘法 作用 下 ,偶数 集合 是 封闭 的 ,而 奇数 集合 仅 在 乘法 作用 下 才 是 封 
闭 的 。 

注意 ,n 元 运算 是 闭 运算 ,因为 经 运算 后 产生 的 像 仍 在 同一 个 集合 中 。 封 闭 性 表明 了 
元 运算 与 一 般 函 数 的 区 别 之 处 。 

定理 6.1 设 * 是 集合 S 上 的 二 元 运算 ,SISS 且 S:SS。 在 * 运 算 的 作用 下 ,S, 和 S。 
都 是 封闭 的 ,于 是 在 * 运算 的 作用 下 Si 门 $; 也 是 封闭 的 。 

证 明 : 因为 S, 和 S; 在 运算 * 的 作用 下 是 封闭 的 ,所 以 对 于 每 一 个 序 偶 二 zi ,zs 二 ESi， 
有 zi xxzeESii 对 于 每 一 个 序 偶 <zi ,zs 之 ES:, 有 zxxzcEeSs。 因 而 ,对 于 每 一 个 序 偶 
<r,r>ESINS, 有 Zr * rES NS,., 

运算 的 例子 很 多 。 在 数理 逻辑 中 ,对 于 命题 公式 集合 和 命题 集合 ,否定 是 谓词 集合 上 的 
一 元 运算 , 合 取 和 析 取 是 谓词 集合 上 的 二 元 运算 ; 在 集合 论 中 ,对 于 全 集 的 各 子 集 的 集合 ， 
联合 和 相交 是 集合 上 的 二 元 运算 , 求 补 运算 则 是 对 该 集合 的 一 元 运算 ; 在 整数 算术 中 ,加 、 
减 、 乘 运算 是 二 元 运算 ,而 除 运 算 不 是 二 元 运算 ,因为 它 不 满足 封闭 性 。 

运算 常常 用 表格 来 表示 , 称 为 运算 表 。 图 6.1 和 图 6. 2 分 别 表示 有 限 集 合 S 上 的 一 元 
和 二 元 运算 。 


oa 
a 2 se An 
a oa 
! al | aea aloay 1 atoan 
a oO 
站 ty | aoal aoaq oe ~ aoah 
an | oan Gn | aneal Anody … adnan 
图 6.1 一 元 运算 表 图 6.2 二 元 运算 表 


(a1lsas，…,an 是 有 穷 集合 S 上 的 元 素 ,“ 表 示 运 算 .) (a1,a2，…,an 是 有 穷 集合 S 上 的 元 素 .) 


第 6 章 ”代数 系统 


在 本 章 讨论 的 代数 结构 中 ,主要 限于 一 元 和 二 元 运算 。 将 用 '、 一 或 一 等 符号 表示 一 元 
运算 符 ; 用 田 . 四 .OO.* 、V 、 人 、 门 、U 等 表示 二 元 运算 符 。 一 元 运算 符 常常 前 置顶 置 或 户 
置 , 如 ”zyz'; 而 二 元 运算 符 习 惯 于 前 置 、 中 置 或 后 置 ,如 十 zy,z 十 ywxy 十 。 

有 了 集合 上 运算 的 概念 后 , 便 可 定义 代数 系统 了 。 


6.1.2 代数 系统 


定义 6.3 设 S 是 一 个 非 空 集合 , 且 f; 是 S 上 的 运算 。 由 S 及 fi1,f;,…,f，(m 宇 1) 组 
成 的 结构 , 称 为 代数 系统 , 记 作 V 王 过 S, 户 , 户 ,…… 户 过。 如 果 S 为 有 限 集合 , 则 称 V 为 有 
限 代数 系统 ,并 称 |S| 为 V= 二 S, 户 , 亡 ,…，, 刀 二 的 阶 。 

S 称 为 代数 系统 的 载体 ,S 和 运算 叫 作 代 数 系统 的 成 分 。 

设 集合 S 取 名 ,了 为 一 个 SS 的 映射 , 即 对 任意 的 cE S, 存 在 唯一 的 ES, 使 得 2 是 w 
在 f 下 的 像 , 记 为 f(a)=6, 称 a 是 5 在 f 下 的 原 像 。 映射 又 称 为 函数 。 

例 6.1 <N, 十 之 ,<Z, 十 ,* 之 ,<R, 十 ,* 过 都 是 代数 系统 ,其 中 十 和 * 分 别 表示 普 
通 的 加 法 和 乘法 ,因为 运算 十 在 N 和 Z 中 是 封闭 的 ,运算 十 和 * 在 R 中 是 封闭 的 ,第 一 个 代 
数 系统 有 一 个 运算 ,后 两 个 代数 系统 有 两 个 运算 。 

例 6.2 设 S 是 非 空 集合 ,P(S) 是 它 的 寡 集 。<P(S) , U ,有 ,一 > 是 代数 系统 ,其 中 
和 上 为 并 和 交 , 一 为 绝对 补 。 这 个 代数 系统 含有 两 个 二 元 运算 和 和 U 以 及 一 个 一 元 运算 一 。 
如 果 对 任意 集合 A,BE P(S) ,定义 运算 办 和 如 下 。 

A@B= (A—B)U(B—A) 
A@B= ANB 

显然 四 和 四 是 闭 运算 ,所 以 天 P(S) , 田 ,@> 是 一 个 代数 系统 。 

例 6.3 二 M,(R), 十 ,， 二 是 代数 系统 ,其 中 M,(R) 为 n 阶 实 和 矩阵 ,十 和 。… 分 别 表 示 n 
阶 (z 达 2) 实 矩阵 的 加 法 和 乘法 。 

例 6.4 二 Z,, 甸 ,@ 二 是 代数 系统 ,其 中 2Z, 二 {0, 1，… , 7 一 1) ,四 和 四 分 别 表 示 模 ? 
的 加 法 和 乘法 ,Vr,y€E2Z,, zy = (z 十 y) mod nzGQy = (zy) mod m。 

有 的 代数 系统 定义 中 指定 了 S 中 的 特殊 元 素 , 称 为 代数 常数 ,例如 二 元 运算 的 单位 元 。 
有 时 也 将 代数 常数 作为 系统 的 成 分 。 

例 6.5 ”代数 系统 二 Z ,十 过 有 个 特殊 元 素 0, 对 加 法 运算 它 的 参与 不 影响 计算 结果 ,也 
可 记 为 <Z ,十 ,0>; <P(S),U ,站 ,一 > 对 于 运算 U 和 和 的 ,有 特殊 元 素 分 别 为 以 和 S, 它 
们 对 分 别 参与 U 和 站 的 运算 不 影响 计算 结果 ,同样 可 记 为 二 P(S),U ,站 ,~, 2 ,S>。 

每 个 集合 总 是 有 子 集合 的 ,因而 很 容易 联想 到 代数 系统 也 应 有 子 代数 系统 。 观 察 例 6. 1 
的 两 个 代数 系统 <Z, 十 ,* 二 和 二 R, 十 , * ,运算 完全 一 样 ,但 集合 Z 是 集合 R 的 子 集 。 
因此 ,有 定义 6.4。 
定义 6.4 设 <S, 廊 , 户 ,…, 记 > 是 一 个 代数 系统 , 且 非 空 集 TS S 在 运算 户 , 户 ,…, 亡 
作用 下 是 封闭 的 , 则 称 过 了 ,万 , 户 ,…, 户 二 为 代数 系统 二 S, 户 , 户 ,…, 刀 二 的 子 代 数 系统 ， 
By Ny a Sh 
例 6.6 <N, 十 之 是 二 Z, 十 过 的 子 代 数 ,<N, 十 ,0 之 是 <<Z, 十 ,0 过 的 子 代数 , 但 <N 一 
{0} ,十 之 是 <Z, 十 之 的 子 代 数 , 却 不 是 <N, 十 ,0 之 的 子 代 数 , 因 代数 常数 0&EN 一 (0)}。 
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设 交 一 <<B, 方 , 户 ,…，, 太 > 是 代数 系统 V 一 和 <S, 亡 , 户 ,…, 礁 的 子 代数 , 当 了 B 一 S 和 
已 一 {V 中 的 代数 常数 } 时 , 称 为 平凡 子 代数 (分 别 是 最 大 和 最 小 的 子 代 数 );: 当 BCS 时 , 称 
V 为 V 的 真子 代数 。 

例 6.7 设 V=(2Z, 十 ,0), 令 


nZ= {nz|z€EZ2} 
nn 为 自然 数 ,那么 <nZ, 十 ,0 是 V 的 子 代数 。 
证 明 : Vnzi,nzsEnZ ,zi,z2 EZ , 则 


nzi 二 nzzs 一 1(z 十 zz) EnZ 

即 nZ 对 十 封闭 ,又 0==n*，0EnZ ,所 以 二 2Z ,十 ,0 之 是 Y 的 子 代 数 。 

当 n==1 时 , 2Z=2Z ; 当 n==0 时 , 0Z 二 10) ,它们 是 V 的 平凡 子 代数 ,而 其 他 的 子 代数 
都 是 V 的 非 平凡 的 真子 代数 。 

定义 6.5 ”如 果 两 个 代数 系统 中 运算 的 个 数 相同 ,对 应 运算 的 元 数 相同 , 且 代 数 常数 的 
个 数 也 相同 , 则 称 它们 是 同类 型 的 代数 系统 。 

如 果 两 个 同类 型 的 代数 系统 规定 的 运算 性 质 也 相同 , 则 称 为 同 种 的 代数 系统 。 

例 6.8 Vi= <R, 十 ,。, 0, 1]>>,V:= 二 M,(R), 十 ,，。, 90, 下 > ,其 中 M,CR) 为 7 
阶 实数 尺 的 矩阵 ,8 为 关 阶 全 0 和 拢 阵 , 忆 为 2 阶 单位 矩阵 ; V3 二 <P(B), U, nm ，C， B>， 
则 代数 系统 w ，V:，YVs 的 运算 性 质 如 表 6. 1 所 示 。 


表 6.1 代数 系统 Vi ,V: ,Vs 的 运算 性 质 


Vi 了 Vs 

十 可 交换 ,可 结合 十 可 交换 ,可 结合 U 可 交换 ,可 结合 
* 可 交换 ,可 结合 “可 交换 ,可 结合 站 可 交换 ,可 结合 
十 满足 消去 律 十 满足 消去 律 U 不 满足 消去 律 

' 满足 消去 律 ， 满 足 消 去 律 站 不 满足 消去 律 

* 对 十 可 分 配 “对 十 可 分 配 站 对 U 可 分 配 
十 对 ， 不 可 分 配 十 对 。 不 可 分 配 U 对 门 可 分 配 
十 与 * 不 满足 吸收 律 十 与 不 满足 吸收 律 U 与 门 满足 吸收 律 


根据 定义 6. 5 可 知 ,Vi，V:， Vs 是 同类 型 的 代数 系统 ,Vi, Vs 是 同 种 的 代数 系统 ,Vi， 
Vs 与 Vs 不 是 同 种 的 代数 系统 。 

在 结束 本 节 时 ,声明 记号 二 S, 户 , 户 ,…' 亡 二 为 代数 系统 , 除 特 别 指明 外 ,运算 符 户 ， 
户 , 思 均 为 二 元 运算 。 根 据 需 要 对 S 及 户 , 户 ,…，, 户 可 置 不 同 的 集合 符 和 运算 符 。 


6.2 代数 系统 的 基本 性 质 


对 于 代数 系统 性 质 的 考查 方法 不 是 分 别 研究 各 个 结构 ,而 是 列举 一 组 性 质 , 并 且 对 于 具 
有 这 些 性 质 的 任何 代数 结构 推导 可 能 的 结论 。 把 那些 被 选 出 的 性 质 看 成 是 公理 并 且 由 这 些 
公理 推导 出 的 任何 有 效 结论 ,对 于 满足 这 些 公理 的 任何 代数 结构 也 都 必定 成 立 。 
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因此 ,为 了 作出 这 样 的 讨论 ,将 不 考虑 任何 特定 的 集合 ,也 不 给 所 涉及 的 运算 赋予 任何 
特定 的 含义 。 这 种 系统 的 集合 及 集合 上 的 各 种 运算 仅仅 看 成 是 一 些 符 号 ,或 更 确切 地 说 , 它 
们 都 是 些 抽象 对 象 。 与 此 相应 的 代数 系统 ,通常 称 为 抽象 代数 。 对 于 特定 的 代数 系统 通常 
仅 具 有 基本 性 质 中 的 某 些 性 质 。 

性 质 1 结合 律 

给 定 一 个 代数 系统 一 S, 二 ,运算 满足 结合 律 或 称 是 可 结合 的 , (Vz) (Vy) (Vz) 
(zyzES 一 (rzOy)Oz=zO(CyOz))。 

例 6.9 显然 ,整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 可 结合 的 。 

例 6.10 设 S 是 一 个 非 空 集合 , 克 是 S 上 的 二 元 运算 ,对 于 任意 4a,5€E S, 有 a 站 b 二 5， 
证 明 友 是 可 结合 运算 。 

证 明 : 因为 对 于 任意 的 a,b,cE S, 有 

(a 次 0) 次 c 二 5b 次 c 二 cc 


而 
a 次 (bp 次 c) 一 4 让 < 一 
所 以 
(a 次 0) 冯 Cc 一 @ 真 (0 让 c) 
性 质 2 交换 律 
给 定 一 个 代数 系统 二 S, 加 二 ,运算 四 满足 交换 律 或 称 四 是 可 交换 的 , 即 
(vzr)(vy)(zy ES 一 zzOy 一 yOz) 
例 6.11 给 定 <Q,* 过 ,其 中 Q 为 有 理 数 集合 ,并 且 对 任意 wa,pEQ 有 wx*0 一 4 十 0 一 
a*b, 问 运算 * 是否 可 交换 ? 
解 : 因为 普通 加 法 和 乘法 满足 可 交换 性 ,所 以 运算 * 也 满足 交换 性 , 即 
Qxp 一 4 十 0 一 4。0 一 0 十 4 一 5。Q 一 0xQ 


所 以 运算 * 是 可 交换 的 。 
可 见 , 如 果 代 数 结构 中 的 运算 加 是 可 结合 和 可 交换 的 ,那么 ,在 计算 w@au 加 …@Oaw 时 
可 按 任意 次 序 计算 其 值 。 特 别 当 ww = 4s 二 … = a= 二 4a 时 ,qasO…@a, 二 a", 称 a" 为 


a 的 m 次 轿 ,m 称 a 的 指数 。 下 面 给 出 a” 的 归纳 定义 。 
设 有 <S,©> 且 a€S。 对 于 mE Nt+ ,其 中 N+ 表示 正 整数 集合 ,可 有 
(1)a= a; 
CY a lia, 
由 此 利用 归纳 法 不 难 证 明 指数 定律 。 
人 7 人 一 
(2) a")"= a™, 
这 里 ,m,nENT+。 
类 似 地 ,可 以 定义 某 代数 结构 中 的 负 短 并 给 出 负 指 数 定律 。 
性 质 3 分 配 律 
一 个 代数 结构 车 具有 两 个 运算 , 则 分 配 律 可 建立 这 两 个 运算 之 间 的 某 种 联系 。 
给 定 二 S,© 〇 ,x 二 ,运算 对 于 * 满足 左 分 配 律 ,或 者 虽 对 于 * 是 可 左 分 配 的 , 即 
(Vr)(Vy)(Vz)(z yzES 一 工 OGyxz) 一 (zOy)x(zOz)) 
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运算 对 于 * 满足 右 分 配 律 ,或 者 品 对 于 * 是 可 右 分 配 的 , 即 
(vr)(Vy)(vz)(z yzES 一 (yx*z)Oz 一 (7Oz)x(zOZz)) 

类 似 地 ,可 定义 * 对 于 是 满足 左 或 右 分 配 律 。 

若 昌 对 于 * 既 满 足 左 分 配 律 又 满足 右 分 配 律 , 则 称 马 对 于 * 满足 分 配 律 或 是 可 分 配 的 。 
同样 可 定义 * 对 于 名 满足 分 配 律 。 

由 定义 不 难 证 明 下 面 定理 。 

定理 6.2 给 定 二 S,@ ,* 二 且 是 可 交换 的 。 如 果 昌 对 于 * 满足 左 或 右 分 配 律 , 则 名 
对 于 * 满足 分 配 律 。 


例 6.12 给 定 二 S,©,* 二 ,其 中 B={0,1}。 表 6.2 分 别 定义 了 运算 @ 和 * , 问 运 算 
加 对 于 * 是 可 分 配 的 吗 ? * 对 于 加 呢 ? 


表 6.2 运算 和 * 


形 如 表 6. 2 的 表 常 常 称 为 运算 表 或 复合 表 , 它 由 运算 符 、 行 表 头 元 素 、 列 表 头 元 素 及 复 
合 元 素 4 部 分 组 成 。 若 集合 S 的 基数 很 小 ,特别 当 基 数 是 2 或 3 时 ,代数 结构 中 运算 常常 用 
这 种 表 给 出 。 优 点 是 简明 直观 ,一 目 了 然 。 

例 6.13 设 集合 S={a,p8} ,在 S 上 定义 两 个 二 元 运算 * 和 和 人 ,如 表 6. 3 所 示 。 运 算 人 
对 于 运算 * 可 分 配 吗 ? 运算 * 对 于 运算 人 呢 ? 


表 6.3 运算 * 和 人 
a Bp A a 有 
a a B a a a 
B 有 a B a B 


解 : 容易 验证 运算 作对 于 运算 * 是 可 分 配 的 。 但 是 运算 * 对 于 运算 人 是 不 可 分 配 的 ， 
因为 Bx (aAB)=Bxa=B, 而 (Bx a)A(B*B)=BAa=a。 

性 质 4 吸收 律 

给 定 <S,@,* 之, 则 有 以 下 结论 。 

加 对 于 * 满足 左 吸收 律 : (Vz)(Vy)(CzyyES 一 7zOCzxy) 一 7)。 

加 对 于 * 满足 右 吸收 律 : (Vx)(Vy)(r,y€ES>(r*y)Or=x)。 

若 所 对 于 * 既 满 足 左 吸收 律 又 满足 右 吸 收 律 , 则 称 @ 对 于 * 满足 吸收 律 或 者 可 吸收 的 。 

* 对 于 满足 左 、 右 吸收 律 和 吸收 律 可 类 似 地 定义 。 

车 昌 对 于 * 是 可 吸收 的 且 * 对 于 也 是 可 吸收 的 , 则 和 * 是 互 为 吸收 的 或 @ 和 * 同 
时 满足 吸收 律 。 

例 6.14 设 集合 N 为 自然 数 全 体 ,在 N 上 定义 两 个 二 元 运算 * 和 次, 对 于 任意 zx,yEN， 


有 


Ixy= max(r,y) 


验证 运算 * 和 妈 的 吸收 律 。 
解 : 对 于 任意 a,b5EN, 有 


Q&x (ad 真 5) 一 max(a,min(a,b)) = a 


4& 真 (axD) = min(a,max(a,b)) = a 


因此 , * 和 友 满 足 吸 收 律 。 
性 质 5 么 元 或 单位 元 


zz 真 y 一 minCzryy) 


给 定 <S,@O> 且 eereES, 则 有 如 下 结论 。 
ei 为 关于 四 的 左 么 元 : (Vz)(zES->elOz 一 z)。 
e: 为 关于 四 的 右 么 元 ; (Vz)(zES-zOe:= 一 7)。 


若 “ 既 为 所 的 左 么 元 又 为 巴 的 右 么 元 , 称 e 为 关于 
e 为 关于 加 的 么 元 : (Vz)(zES-eOz = re = 7)。 


形式 化 描述 如 下 


(Je)(e EXAN(YVr)(rEXrIxe=exrxr= rx)) 
例 6.15 给 定 二 {a,B), * 二 , 表 6.4、 表 6.5 和 表 6.6 分 别 给 出 * 的 不 同 定义 的 运算 


表 , 试 指出 左 么 元 、 右 乏 元 及 么 元 。 
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FF 的 么 元 ,定义 如 下 。 


表 6.4 x* 的 定义 (一 ) 表 6.5 * 的 定义 (二 ) 表 6.6 x* 的 定义 (三 ) 
* |« 8 四 本 * [|« 8 
a a B a a a a B 8 
B B B B B B B a B 


解 : 表 6.4 中 a 是 * 运 算 的 么 元 ; 表 6.5 中 a 和 8B 都 是 * 运 算 的 右 么 元 ; 表 6.6 中 8 是 


* 运算 的 左 么 元 。 
例 6.16 设 集合 S={a,B,7,6}, 在 S 上 定义 的 两 个 二 元 运算 * 和 次 ,如 表 6.7 和 表 6.8 
所 示 。 试 指出 左 么 元 或 右 么 元 。 
表 6.7 运算 * 
共 a [4 7 6 
a 6 a B 交 
有 a B pa 6 
7 a B 7 
6 a B ¥ 6 
表 6.8 运算 女 
妆 a B 7 6 
a a B 6 4 
B B a 7 6 
水 * 6 a Bp 
6 6 6 B 区 
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解 : 由 表 6.7 可 知 B,6 都 是 S 中 关于 运算 * 的 左 乏 元 ,由 表 6.8 可 知 a 是 S 中 关于 运算 
友 的 右 乏 元 。 

定理 6.3 给 定 <S,@> 且 ea 和 ee 分 别 关 于 四 的 左 、 右 么 元 , 则 e 一 e 一 e 且 么 元 e 
唯一 。 

证 明 : 设 “和 e: 分 别 是 对 于 四 运算 的 左 么 元 和 右 么 元 ,可 有 el 二 e1 Oe 二 e 二 ee 二 e。 

假设 e 和 e, 是 两 个 不 同 的 么 元 ,可 有 ei 二 e1 Oe 二 es Oe 二 ez ,与 假设 矛盾 。 因 此 ,如 果 么 
元 存在 的 话 , 它 必定 是 唯一 的 。 
对 于 可 交换 的 二 元 运算 来 说 , 左 么 元 也 是 右 么 元 ,因此 任何 左 么 元 或 右 么 元 都 是 么 元 。 
对 于 加 法 ,元素 0 是 么 元 ; 对 于 实数 集合 中 的 乘法 ,1 是 么 元 ; 对 于 集合 的 联合 运算 , 空 集 是 
么 元 ; 对 于 全 集 的 子 集 的 相交 运算 ,全 集 是 么 元 ; 对 于 从 集合 X 到 X 的 双 射 函数 的 合成 运 
算 , 恒 等 函数 是 么 元 ; 对 于 命题 集合 上 的 析 取 运算 , 永 假 式 是 么 元 ; 合 取 运 算 , 永 真 式 是 
乏 元 。 

性 质 6 零 元 

给 定 二 S,* 二 及 b,0.,0ES, 则 0 为 关于 * 的 左 零 元 ; (Vz)(CzES 一 bx 一 0)。 

形式 化 描述 如 下 


(30)0 EE XA(Vz) Gz = 0)) 
0. 为 关于 * 的 右 零 元 :; ( Vz)(zES 一 zx*0.= 0.)。 
形式 化 描述 如 下 
(3b)(0EXACVz)Czxb = 0.)) 
0 为 关于 * 的 零 元 ; ( Vx)(rES 一 0xr = 二 xx*0 = 二 0)。 
形式 化 描述 如 下 
(3D(OGE XA(YVr)(rx0=0N Ozr=0) 

例 6.17 在 例 6.15 中 ,x* 如 表 6.4 所 定义 ,Bp 是 * 的 零 元 ; * 如 表 6.5 所 定义 ,xc 和 有 
都 是 * 的 左 零 元 ;，* 如 表 6.6 所 定义 ,8 是 * 的 右 零 元 。 

定理 6.4 给 定 一 S, 四 二 且 4 和 4 分 别 为 关于 加 的 左 零 元 和 右 零 元 , 则 0 = 9. 二 0 且 零 
元 0 是 唯一 的 。 

定理 6.5 给 定 一 S, 思 > 有 上 且 | S | 二 1。 如 果 0,eES, 其 中 9 和 e 分 别 为 关于 外 的 零 元 和 
么 元 , 则 0 关 e。 

证 明 : 用 反 证 法 。 设 一 e ,那么 对 于 任意 的 zxEA, 必 有 

T=ex*xz=0xz=0=e 

于 是 ,A 中 的 所 有 元 素 都 是 相同 的 ,这 与 A 中 含有 多 个 元 素 相 矛盾 。 

由 上 述 讨 论 可 见 , 有 些 运算 存在 么 元 或 零 元 , 它 在 运算 中 起 着 特殊 的 作用 , 称 它 为 S 中 
的 特异 元 或 代数 常数 。 

例 6.18 设 集合 S={ 浅 色 , 深 色 ) ,定义 在 S 上 的 一 个 二 元 运算 * ,如 表 6. 9 所 示 。 

表 6.9 运算 * 
* 浅 色 深 色 


浅 色 浅 色 深 色 
深 色 深 色 深 色 
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试 指出 零 元 和 么 元 。 

解 : 深 色 是 S 中 关于 运算 * 的 零 元 , 浅 色 是 S 中 关于 运算 * 的 么 元 。 

性 质 7 等 申 律 与 等 景 元 

设 是 集合 S 上 的 二 元 运算 , 且 zxES。 如 果 有 zO@Oz=z, 则 称 工 对 于 加 是 等 宕 元 。 月 
逻辑 表达 式 来 定义 等 圳 元 , 即 4(xESNxzOzr=x)。 

给 定 二 S, 〇 二, 则 是 等 竹 的 或 昌 满 足 等 究 律 : (Vr)(x€S>rOz 一 工 )。 

对 于 任何 二 元 运算 , 么 元 和 零 元 都 是 等 竹 元 。 除 么 元 和 和 零 元 外 ,还 可 能 有 其 他 的 等 器 
元 素 。 例 如 ,对 于 集合 的 联合 和 相交 ,每 一 个 集合 都 是 等 索 元 ; 对 于 命题 公式 的 合 取 和 析 
取 , 每 一 个 命题 公式 都 是 等 寡 元 。 

于 是 ,不 难 证 明 下 面 定理 。 

定理 6.6 车 z+ 是 <S,@ 二 中 关于 的 等 笑 元 ,对 于 任意 正 整数 nn ,x" 一 x。 

例 6.19 给 定 二 P(S),U, 门 二 ,其 中 P(S) 是 集合 S 的 寡 集 ,U 和 中 分 别 为 集合 的 并 
和 交 运 算 。 

根据 交 并 运算 的 定义 很 容易 验证 : U 和 站 是 等 寡 的 。 

性 质 8 ” 逆 元 

给 定 <S,@>> 且 人 么 元 e, 且 zxES, 则 

工 为 关于 加 的 左 逆 元 : (3)(yESAzOy = e)。 

工 为 关于 名 的 右 逆 元 : (也 )(yESAyOz = e)。 

并 为 关于 名 可 逆 的 : (3)(yESAyOr = zOy = e)。 

给 定 二 5S,® 二 及 么 元 e, 且 zx,y€ 5S, 则 

y 为 x 的 左 道 元: yOx = e。 

y 为 x 的 右 逆 元 : +©y = e。 

y 为 工 的 逆 元 : yOz = zOy = e。 

显然 ,若是 z 的 逆 元 ,那么 x 也 是 y 的 逆 元 ,因此 称 z 与 > 互 为 道 元 。 通 常 z 的 逆 元 
表示 为 x!。 

一 般 来 说 ,一 个 元 素 的 左 道 元 不 一 定 等 于 该 元 素 的 右 逆 元 。 而 且 , 一 个 元 素 可 以 有 左 北 
元 而 没有 右 逆 元 ,反之 亦 然 。 甚 至 一 个 元 素 的 左 或 右 逆 元 可 以 不 唯一 。 

例 6.20 给 定 二 S,* 二 ,其 中 S={a,B,7.6,8) 且 * 的 定义 如 表 6. 10 所 示 。 试 指出 该 
代数 结构 中 各 元 素 的 左 . 右 逆 元 。 


表 6.10 例 6.20 的 * 定 义 


解 :a 是 关于 * 运算 的 么 元 ,8 与 y 互 为 逆 元 ,y 是 6 的 左 逆 元 ,y 是 5 的 右 逆 元 ,8 是 8 的 
右 逆 元 。 
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定理 6.7 给 定 二 S, 加 > 及 么 元 eES。 如 果 铝 是 可 结合 的 并 且 一 个 元 素 z 的 左 逆 元 
Zz 门 和 右 逆 元 zz 存在 , 则 zi 一 z 1 。 

定理 6.8 给 定 <S,@>> 及 人 么 元 eES。 如 果 加 是 可 结合 的 并 且 z 的 着 元 z 一 存在 , 则 
Zz 是 唯一 的 。 

证 明 : 设 a,b,cES, 且 4b 是 a 的 左 逆 元 ,c 是 2 的 左 逆 元 。 因 为 

(SOOb=eOb=6b 

所 以 
e= cb= O(a O06) = (CcOLOa) Ob = ((cOb Va) Ob = (ea Ob =adb 
因此 ,6 也 是 a 的 右 北 元 。 

设 元 素 a 有 两 个 逆 元 b 和 <, 那么 

b=bxe=bx(ax*c) (bxa)x*c=exc=e 

因此 ,a 的 逆 元 是 唯一 的 。 

例如 在 例 6. 1 中 ,显然 <R, 十 ,XX 二 中 运算 十 和 XX 都 是 可 结合 的 ,而 1 和 0 分别 为 X 和 
十 的 乏 元 , 故 可 验证 ,对 于 X 来 说 , 除 0 外 每 个 元 素 rE R 都 有 道 元 1/r; 对 于 十 而 言 , 对 每 个 
元 素 rER 都 有 道 元 (一 7)。 

例 6.21 试 构造 一 个 代数 系统 ,使 得 其 中 只 有 一 个 元 素 具 有 逆 元 。 

解 : 设 m,n€E1,T=={x|1xEl,m 二 x 二 n}) ,那么 ,代数 系统 <T,max 过 中 有 一 个 么 元 是 
m, 且 只 有 mm 有 道 元 ,因为 = 二 max(m,m)。 

例 6.22 对 于 代数 系统 一 R,。 二 。 这 里 R 是 实数 的 集合 ,。 是 普通 的 乘法 运算 ,是 否 
每 个 元 素 都 有 逆 元 。 

解 : 该 代数 系统 中 的 么 元 是 1, 除 了 零 元 素 0 外 ,所 有 的 元 素 都 有 逆 元 。 

例 6.23 对 于 代数 系统 {Ni ,十 4} ,这 里 Nk 一 {0,1,2,…, 一 1}, 十 ,是 定义 在 Ne 上 的 
模 k 加 法 运算 ,对 于 任意 zx,yE Ni ,试问 是 否 每 个 元 素 都 有 逆 元 。 

解 : 可 以 验证 ,十 ;是 一 个 可 结合 的 二 元 运算 ,NN; 中 关于 运算 十 ,的 么 元 是 0,Ni 中 的 每 
一 个 元 素 都 有 了 唯一 的 逆 元 , 即 0 的 逆 元 是 0, 每 个 非 零 元 素 x 的 逆 元 是 有一 x。 

性 质 9 可 约 律 与 可 约 元 

给 定 二 S$, 二 且 零 元 90E€S, 则 

名 满足 左 可 约 律 或 是 左 可 约 的 : (Yz)(Vy)(Vz)((z,y,<ESAz 天 0AzOy 一 rzOz) 一 y 
一 z), 并 称 x 是 关于 昌 的 左 可 约 元 。 

名 满足 右 可 约 律 或 是 右 可 约 的 : (Vz)(Vy)(Vs)((Czy'zESAz 天 0AyOz 一 >Oz) 一 y 
一 z), 并 称 x 是 关于 的 右 可 约 元 。 

若 操 既 满 足 左 可 约 律 又 满足 右 可 约 律 或 巴 既 是 左 可 约 又 是 右 可 约 的 , 则 称 巴 满足 可 约 
律 或 巴 是 可 约 的 。 

若 工 既是 关于 名 的 左 可 约 元 又 是 关于 名 的 右 可 约 元 , 则 称 x 是 关于 名 的 可 约 元 。 可 约 
律 与 可 约 元 也 可 形式 地 定义 如 下 。 

给 定 二 S, 〇 二 , 零 元 9, 满足 可 约 律 

(Vr)(Vy) (Ve)(z,y,z E SMArA0N (Oy = rOzV yOr = zOr)—y = 2)) 
给 定 二 S, 昌 二 , 零 元 0 且 zxz ES,z 是 关于 的 可 约 元 
(VY)(Vz)(y,z €E SMAzrA0N (rrOy= rOzV yOr = zOr) > y= 7z)) 
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例 6.24 给 定 Z,X 二 ,其 中 义 是 整数 集合 , X 是 一 般 乘 法 运算 。 显 然 ,每 个 非 零 整数 
都 是 可 约 元 ,而 且 运 算 X 满 足 可 约 律 。 
定理 6.9 给 定 二 S, * 之 上 且 * 是 可 结合 的 ,如 果 工 是 关于 * 可 道 的 且 xz 关 9, 则 zz 也 是 
关于 * 的 可 约 元 。 
表 6. 11 是 几 个 常见 的 代数 系统 及 其 特异 元 素 。 
表 6.11 常见 的 代数 系统 及 其 特异 元 素 


代数 系统 么 元 零 元 “| 等 办 元 逆 元 可 约 元 
<R,+> 0 无 0 相反 数 任何 元 素 
二 1 0 1,0 除 0 外 ,为 其 倒数 除 0 外 的 任何 元 素 

除 S 外 ,其 余 元 素 均 不 
<p(S),N> S 多 | 任何 元 素 | 可 闻 S 
本 除 刀 外 ,其 余 元 素 均 不 
<p(S),U> g 5 | 任何 元 素 | 可 遂 g 
<P,A> 至 F eae sd 到 
可 道 
<PyVS F | 和 F 
可 道 
<f, "二 ,ff 是 从 n 
个 元 素 到 自身 的 双 |I, 便 等 函数 无 其 反 函 数 所 有 双 射 函数 
射 函 数 


代数 系统 的 基本 性 质 能 够 很 好 地 从 运算 表 上 反映 出 来 。 假 定 二 S, * 二 及 xz,y,g,eES。 

(1) 运算 * 具有 封闭 性 , 当 且 仅 当 表 中 的 每 个 元 素 都 属于 S。 

(2) 运算 * 满足 交换 律 , 当 且 仅 当 表 关 于 主 对 角 线 是 对 称 的 。 

(3) 运算 * 是 等 过 的 , 当 且 仅 当 表 的 主 对 角 线 上 的 每 个 元 素 与 所 在 行 或 列表 头 元 素 相同 。 

(4) 元 素 工 是 关于 * 的 左 零 元 , 当 且 仅 当 zx 所 对 应 的 行 中 的 每 个 元 素 都 与 zx 相同 ; 元 
素 y 是 关于 * 的 右 零 元 , 当 且 仅 当 y 所 对 应 的 列 中 的 每 个 元 素 都 与 y 相同 ; 元 素 0 是 关于 
* 的 零 元 , 当 且 仅 当 9 所 对 应 的 行 和 列 中 的 每 个 元 素 都 与 0 相同 。 

(5) 元 素 zx 为 关于 * 的 左 么 元 , 当 且 仅 当 工 所 对 应 的 行 中 元 素 依次 与 行 表 头 元 素 相 同 ， 
元 素 y 为 关于 * 的 右 么 元 , 当 且 仅 当 y 所 对 应 的 列 中 元 素 依次 与 列表 头 元 素 相同 ; 元 素 。e 
是 关于 * 的 么 元 , 当 且 仅 当 e 所 对 应 的 行 和 列 中 元 素 分 别 依次 地 与 行 表 头 元 素 和 列表 头 元 
素 相同 。 

(6) z 为 关于 * 的 左 逆 元 , 当 且 仅 当 位 于 z 所 在 行 的 元 素 中 至 少 存在 一 个 么 元 ; y 为 关 
于 * 的 右 逆 元 , 当 且 仅 当 位 于 y 所 在 列 的 元 素 中 至 少 存在 一 个 么 元 ; x 与 y 互 为 逆 元 , 当 且 
仅 当 位 于 xz 所 在 行 和 > 所 在 列 的 元 素 以 及 > 所 在 行 和 x 所 在 列 的 元 素 都 是 么 元 。 


€.3 同 态 与 同 构 


在 代数 系统 的 研究 和 应 用 中 ,常用 代数 系统 的 同 态 和 同 构 来 研究 两 个 代数 系统 之 间 的 
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6.3.1 同 态 


定义 6.6 设 有 两 个 代数 系统 < A,。>>,<B,* 二 ,其 中 * 与 。 均 为 二 元 运算 , 若 存 在 映 

射 f: A 一 B, 使 得 对 任意 的 a,5E A, 有 

flaeb) = f(a) f(b) 
其 中 f(a),f(5) 与 f(ao65) 均 为 B 中 的 元 素 , 则 称 =A,* 二 同 态 于 <B,*, 记 为 <A,'> 
一 二 B,* 放 ,此 时 称 了 为 代数 系统 二 A,* 二 到 代数 系统 二 B, * 二 的 一 个 同 态 映射 。 

例 6.25 考虑 带 加 法 运算 的 自然 数 , 即 代数 系统 <N, 十 之 。 保 持 加 法 不 变 的 函数 有 如 
下 性 质 ; f(a 十 6) = f(a) 十 f(b)。 不妨 取 映 射 f(z) 二 37,f(z) 就 是 这 样 的 一 个 同 态 ， 
因为 f(a 十 外 = 二 3(a 十 60) 二 3a 十 36 二 f(a) 十 f(5b)。 注 意 这 个 同 态 从 自然 数 映射 回 自然 数 ， 
代数 系统 <N, 十 二 到 代数 系统 二 N, 十 二 在 f(x) 的 映射 下 是 同 态 的 ,这 个 性 质 也 称 为 自 同 
态 ,f(zx) 称 为 自 同 态 映 射 。 

同 态 不 必 从 集合 映射 到 带 相 同 运算 的 集合 。 

例 6.26 考虑 保持 运算 的 从 带 加 法 的 实数 集合 到 带 乘法 的 正 实数 集合 , 即 考虑 两 个 代 
数 系统 ,<R, 十 和 二 R+ , * 之 ,其 中 十 ,* 是 普通 的 加 法 和 乘法 ,R+ 表示 正 实数 集合 。 保 
持 运算 的 函数 满足 : F(a 十 六 = f(a) * f(5), 因 为 加 法 是 第 一 个 集合 的 运算 而 乘法 是 第 二 
个 集合 的 运算 。 指 数 定律 表明 f(x) 二 =e 满足 如 下 条 件 : 2 十 3 二 5 变 为 e?: * @’ 二 e;。 因 此 
取 R 到 Rt 的 映射 为 如 上 的 指数 函数 , 则 二 R, 十 王 和 二 R+ ,x 二 在 f(z) 的 映射 下 是 同 
态 的 。 

同 态 的 一 个 特别 重要 的 属性 是 么 元 具有 保持 性 。 也 即 如 果 么 元 存在 , 它 将 被 保持 ,一 个 
集合 的 乏 元 被 映射 为 男 一 个 集合 中 的 么 元 。 如 例 6. 26 ,在 代数 系统 二 R, 十 之 中 , 零 是 加 法 
么 元 。 在 同 态 映射 中 ,f(0) = 1, 因 为 1 是 乘法 么 元 ,代数 系统 天 R, 十 之 的 么 元 被 f(x) 映 
射 到 一 R+ , * 过 的 么 元 。 

若 考 虑 集合 上 的 多 个 运算 , 则 保持 所 有 运算 的 函数 可 以 视 为 同 态 。 

例 6.27 设 <3" , > 与 <N, 十 > 是 同类 型 的 ,其 中 " 为 有 限 字母 表 上 的 字母 串 集 
合 , /为 并 置 运算 'N 为 自然 数 集合 ,十 为 普通 加 法 。 若 定义 f: 3" 一 N 为 f(x) 二 | xz |, 其 
中 zxE3 ,这 里 | x | 表示 字母 串 的 长 度 。 

解 : 因为 对 任意 z,y€E3*, 有 f(x/y)=|rz/yl=|z|l 十 |y|=f(z) 十 f(y), 故 
/a 

显然 ,f 是 满 射 ,因此 ,f 为 从 二 5" ,// 二 到 <N, 十 二 的 满 同 态 映射 。 

例 6.28 有 两 个 代数 系统 二 Z,* 之 和 <{1,0},。>, 定 义 映 射 f: Z 一 {0,1} 为 
1 (Zz 为 奇数 ) 

0 (Zz 为 偶数 ) 

不 难 检查 映射 上 是 保持 运算 的 : 对 任意 z,yEA， 

0.0 王 0 (zx 偶数 ,y 偶数 ,zy 偶数 ) 

1.0 二 0 (z 奇 数 ,y 偶数 ,zy 偶数 ) 

0。1 王 0 (rz 偶数 ,> 奇数 ,zy 偶数 ) 

1.1 王 1 (z 奇 数 ,y 奇数 ,zy 奇数) 

所 以 f(x，y) 二 f(z)，f(y), 且 了 是 映 上 的 。 所 以 二 Z,* 二 和 二 {1,0},，* 二 是 同 态 的 。 


f(z7)= 


f(xy)= 
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例 6.29 考查 代数 系统 U=<N,* 宝 和 V= 二 {0,1},* 放 ,其 中 * 是 普通 意义 下 的 乘 
法 运算 。 定 义 f: N 习 {0,1) 为 
1， 存在 &E N, 使 得 n 二 2* 
R= je 直 
证 明了 是 U 到 V 的 同 态 映 射 。 
证 明 : 
第 一 ,U 和 V 都 只 含有 一 个 二 元 运算 ,因此 是 同类 型 的 。 
第 二 ,U 的 定义 域 是 自然 数 集合 , 值 域 是 {0,1) ,是 V 定义 域 的 子 集 。 
第 三 ,验证 是 否 运算 的 像 等 于 像 的 运算 。 
任 取 二 x,y 二 ,分 情况 讨论 。 
(1) x 和 wy 都 可 以 表示 成 2, 设 zx=25 ,yy 一 22 ,那么 
f(rxy) = F26x*2e) 一 2ate) 一 1,Fz) = f(y)=1 
ff(y) =1x*1=1= f(rxy) 
(2) x 和 y 都 不 能 表示 成 2 ,那么 x * y 也 不 能 表示 成 2 。 
f(r*xy)=0, f(r)= f(y)=0 
f(x f(y)=0x0=0= f(r*y) 
(3) xz 可 以 表示 成 2*,y 不 能 表示 成 2 ,那么 x * y 也 不 能 表示 成 2*。 
f(rxy)=0, f(r)=1,f(y)=0 
f(z)*f(y)=1x*0=0= f(r*y) 
(4) z 不 可 以 表示 成 2*,y 能 表示 成 2, 那么 zx*y 也 不 能 表示 成 2*。 
f(r*xy)=0, f(rx)=0,f(y)=1 
fi) # fy) =0x1=0= f(r*y) 
可 知 ,无 论 z 和 > 如 何 取 值 ,都 能 够 保证 运算 的 像 等 于 像 的 运算 。 
综 上 所 述 ,f 是 U 到 V 的 同 态 映射 。 
设 $ 是 VV 二 二 Si,° 记 到 V, 二 二 5S,,* 记 的 同 态 映射 ,如 果 8 是 满 射 , 称 Vi 和 Vs, 是 满 同 
态 的 , 记 为 Vi>V,; 如 果 $ 是 单 射 , 称 Vi 和 Vs 是 单 同 态 的 ; 如 果 存 在 从 Vi 到 V; 的 满 同 态 
#$; 则 称 V; 为 Vi 在 #$ 下 的 同 态 像 。 
例 6.30 (1) Vi=<Z, 十 ,。>>,V 一 <<Z, ,四 ,OO>>, 其 中 十 ,为 普通 的 加 法 .乘法 ， 
由 ,@ 为 模 交 加 法 ,乘法 (Vz,yEZ,,zOy 王 (zy)mod n)。 
令 p:Z 一 Z,， 9p(7) 二 (x)mod n, 则 对 Vr,y€EZ， 
prt+y) = (ri+ymodn= (rmodn@ (ymod n= yp(7) OD yy) 
p(T*y)= (zy)mod7 一 (rmodnO(ymodn = g(r)Op(y) 
所 以 og 是 Vi 到 V; 的 同 态 , 且 是 满 同 态 。 
(2) 六 二 <S1,°, 一 之 ,V, 二 之 S;, * ,~ 之 是 两 个 代数 系统 ,其 中 。 和 * 是 二 元 运算 ,一 
和 一 是 一 元 运算 , 若 存 在 映射 g:S1 一 S; ,满足 对 Vr,y€E Si, 有 
p(T° y) 一 VPCZ) 关 PCy) 


Vv) = 
则 称 g 是 VV 到 V, 的 同 态 。 
(3) 六 = 之 S1,°, 有 ,Vi 二 过 Si ,x ,过 ,其 中 * 和 =#* 是 二 元 运算 , 有 和 是 代数 常 


数 , 若 p:S 一 S$: ,满足 对 YVz,yESi, 有 
PCZ。y) 一 PCZ) 关 PCy) 
PC ) 一 人 z 
则 称 是 到 Vs: 的 同 态 。 
例 6.31 (1) Vi 一 <R, 十 ,一 > ，V 一 <R+ ,过 ,其 中 十 、* 为 普通 加 法 和 乘 
法 ,一 x 表示 求 x 的 相反 数 , x 表示 xz 的 倒数 。 
令 p:R 一 R+，p(z) 一 ef, 则 对 Vz,yER， 
PC 十 y) 一 eq 一 ee 一 pz)。PCy) 
8( 一 了 ) =e™ = (e) = (g(xz))"! 
所 以 g 是 Vi 到 V, 的 同 态 。 
(2) Vi 二 <R, 十 ,0 ,Vs 二 <R!*,* ,1 ,其 中 0 是 加 法 么 元 , 1 是 乘法 么 元 ,都 是 代 
数 常数 , gp 同 (1), 则 有 
9(0)=e@=1 
所 以 v9 是 Vi 到 V: 的 同 态 。 


6.3.2 同 构 


在 数学 中 研究 同 构 的 主要 目的 是 为 了 把 数学 理论 应 用 于 不 同 的 领域 。 如 果 两 个 结构 是 
同 构 的 ,那么 其 上 的 对 象 会 有 相似 的 属性 和 操作 ,对 某 个 结构 成 立 的 命题 在 男 一 个 结构 上 也 
就 成 立 。 因 此 ,如 果 在 某 个 数学 领域 发 现 了 一 个 未 知 对 象 结构 同 构 于 另外 已 知 结构 , 且 对 于 
该 已 知 结构 已 经 证 明了 很 多 定理 和 结论 ,那么 这 些 定理 和 结论 就 可 以 应 用 到 该 未 知 结构 。 
如 果 某 些 数学 方法 可 以 用 于 该 已 知 结构 ,那么 这 些 方法 也 可 以 用 于 该 未 知 结构 。 这 就 使 得 
理解 和 处 理 该 对 象 结构 变 得 容易 ,并 往往 可 以 让 数学 家 对 该 领域 有 更 深刻 的 理解 。 

定义 6.7 设 有 两 个 代数 系统 一 A,。 二 ,一 B,* 二 , 若 能 在 集合 A 与 B 之 间 构 造 映射 
了 ,满足 如 下 要 求 。 

(1) VyEB 均 (4)zx€EA, 使 得 y= 了 f(x); 

(2) 当 zi, zs EA, zz 时 ;有 zi fx) EB, f(r) FFCz); 

(3) Vm, xz EA, 有 f(x1°xs) =f(r)*¥ f(x) 

则 称 两 个 代数 系统 的 结构 相同 ,简称 同 构 , 记 为 二 A,* 二 丘 二 B,* 过。 此 时 ,一 个 系统 
的 运算 性 质 与 规律 ,可 以 完全 迁移 到 另 一 个 代数 系统 中 。 

条 件 (1) 是 表示 这 个 映射 是 满 射 , 每 个 对 象 都 有 原 像 。 条 件 (2) 表 示 单 射 , 即 原 像 不 同 则 
映射 后 的 对 象 也 不 同 ,这 两 个 条 件 同 时 满足 称 为 双 射 。 条 件 (3) 表 示 原 运算 结果 的 对 象 等 于 
两 个 对 象 在 新 运算 中 得 到 的 结果 ,这 是 同 构 性 要 求 。 

由 定义 可 知 , 同 构 的 条 件 比 同 态 的 严格 ,因为 同 构 映射 是 双 射 , 即 一 一 对 应 。 而 同 态 映 
射 不 一 定 要 求 是 双 射 。 正 因为 如 此 , 同 构 不 再 仅仅 像 满 同 态 那样 对 保持 运算 是 单 向 的 ,而 是 
双向 的 。 两 个 同 构 的 代数 ,表面 上 似乎 很 不 相同 ,但 在 结构 上 实际 是 没有 什么 差别 的 ,只 不 
过 是 集合 中 的 元 素 名 称 和 运算 的 标识 不 同 而 已 。 当 探索 新 代数 结构 的 性 质 时 ,如 果 发 现 或 
者 能 够 证 明 该 结构 同 构 于 另外 一 个 性 质 已 知 的 代数 结构 , 便 能 直接 知道 新 的 代数 结构 的 各 
种 性 质 。 对 于 同 构 的 两 个 代数 系统 来 说 ,在 它们 的 运算 表 中 除了 元 素 和 运算 的 标记 不 同 外 ， 
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其 他 都 是 相同 的 。 因 此 ,可 以 根据 这 些 特 征 来 识别 同 构 的 代数 系统 。 


一 般 来 说 ,如 果 忽 略 掉 同 构 对 象 的 属性 或 操作 的 具体 定义 , 单 从 结构 上 讲 , 同 构 的 对 象 
是 完全 等 价 的 。 同 构 是 在 数学 对 象 之 间 定义 的 一 类 映射 , 它 能 揭示 出 在 这 些 对 象 的 属性 或 
者 操作 之 间 存 在 的 关系 。 若 两 个 数学 结构 之 间 存 在 同 构 映 射 , 那 么 这 两 个 结构 是 同 构 的 。 


例 6.32 V 王 二 Z ,十 二, 给 定 ecEZ, 令 
pL ZL, p(T)=ar 


则 对 Vz,y€EZ, gs(z 十 y) 二 a(z 十 y) 二 ax 十 ay 二 se(X) 十 gs(y) ,所 以 是 V 到 VV 的 同 态 ， 


即 自 同 态 。 


当 a==0 时 ,有 VzxE2Z, go(z)= 二 0, 称 go 为 零 同 态 。 


当 c=1 时 ,有 VzEZ, q(x) 二 zx, 即 恒 等 映 射 , 它 是 双 射 的 ,这 时 , wm 是 V 的 自 同 构 ， 


同 理 可 证 g_1(zx)== 一 x 也 是 V 的 自 同 构 。 
当 a 隆 土 1 且 天 0 时 , 易 证 yp。 是 单 射 的 ,这 时 yp。 是 V 的 单 自 同 态 。 


例 6.33 A={0,1,2,3},B={@,{a},{6},{a,6}},z 十 4y 二 mod(z 十 y,4), 二 A, 十 4 过 与 


二 B,U 二 同 构 ? 


映射 f; {0,1,2,3} 一 了 {@,{a},{6},{as,6)) ,使 得 f (0)=@,f(1)={a),f (2)={6},f 


(3)= {a,b}。 


(1) 满 射 : {@, {a} ,{5}) , {a,5)} 每 个 元 素 都 有 原 像 。 


(2) 单 射 : {10,1,2,3} 中 不 同 元 素 ,其 像 不 同 。 


(3) 从 同 构 映 射 表 6. 12 可 以 发 现 有 些 组 合 不 满足 f(z 十 4y) 二 f(z) Uf (y), 所 以 这 
个 映射 构造 不 正确 。 如 果 总 是 不 能 构造 出 满足 3 个 条 件 的 映射 , 那 说 明 这 两 个 代数 系统 不 


同 构 。 
表 6.12 同 构 映 射 表 

xy x 十 4y f(xt4y) f(x) f(y) Jrz)UACO) 相等 
00 0 [2 [2 [a [2 

01 1 {a} [2 {a} {a} 

02 2 {5} [2 {5} {5} 

03 3 {a,b} [2 {a,b} {a,b} 

10 1 {a} {a} [2 {a} 

Bt 2 {5} {a} {a} {a} 区 
1 3 {a,b} {a} {5} {a,b} 

3 0 [zl {a} {a,b} {a,b} 关 
20 2 {8} {6} [o] {5} 

I 9 {a,b} {5} {a} {a,b} 

22 0 [zl {5} {5} {6} 关 
2 1 {a} {5} {a,b} {a,b} 关 
30 3 {asb} {a,b} [2 {a,b} 

5 0 [2 {a,b} {a} {a,b} 天 
S2 1 {a} {a,b} {6} {a,b} Ea 
33 2 {5} {a,b} {a,b} {a,b} 区 
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例 6.34 令 二 F,* 二 与 <Z, 十 ,二 是 同类 型 的 ,其 中 下 二 {, 广 ,天 ,天 ),。 定 义 如 
表 6.13 所 示 ; Z4 二 {50j],[1j,[2j,[L3j}, 十 ,定义 如 表 6. 14 所 示 , 试 说 明 <F,。>> 吴 <<Z， 
ys 


表 6.13 “定义 


| 
% 
Ce 


表 6.14 十 ; 定义 


i 让 人 和 | 二 
ww -olse 
OW LD -|- 
-owwulb 
ce 口中 | 四 


解 : 定义 运算 。 到 运算 十 的 映射 。 


= 

= 

Flz= 
2; z= 

3 z= 


显然 ,F (z) 是 一 个 双 射 函数 ,所 以 有 天 F,。>> 吴 <Z, 十 ,二 。 

例 6.35 给 定 <s,m,U>, 其 中 S={(CA,B,C),U 和 站 是 一 般 的 集合 运算 ; 又 有 
<T, 申 ,@>, 这 里 工 = (1,2,5,10}, 且 对 于 apET 有 wa 由 =lem {a,b},a@Ob=gcd{a,b}， 
表 6.15 一 表 6. 18 给 出 4 个 运算 表 。 试 说 明 <5, 门 ,UU 所 <T, 田 ,@ 二 ,其 中 lem {a,5) 表 
示 a 和 4 的 最 小 公 售 数 ,gcd{a,b} 表 示 a 和 6 的 最 大 公约 数 。 

表 6.15 运算 定义 


(人 全 | 产 
Om»> QQ 
ON P|» 
OmN mm 
S| 


表 6.16 站 运算 定义 


本 | 和 
Saaalea 
> mm 
WHONQlm 
om Qin 
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表 6.17 外 运算 定义 


(3 站 
1 “地 5 0 
2 条 妆 入 
5 5 015 1 
10 10 10 10 10 


表 6.18 加 运算 定义 


四 1 2 5 10 
1 下 二 
办 和 
5 有 遇 泊 
10 ii 和 谣 


解 : 通过 对 4 张 表 的 考查 来 构造 以 下 的 证 明 。 
定义 
f:{N, U) 一 人 申 ,@) 
并 且 令 
f=®, f(U)=® 
显然 f 是 双 射 函数 。 再 令 
g:{@,A,B,C} —> {1,2,5,10} 
并 且 给 定 为 


rd es 00 ,0 o> 
显然 g 是 双 射 函数 ,可 以 一 一 验证 g 满足 运算 的 像 等 于 像 的 运算 。 
g(@| A)= g(@=1 
g(D OgA)=1@2=1 
g(@N B)=g(@D=1 
g(D Og(B)=1@5=1 
g(t(@V 0 = g(@ = 1 
g(@D OgC)=1@10=1 
g(ANMB)=g(@D=1 
g(A)®g(B)=2@5= 1 
g(ANMO=g(A)=2 
g(A)®g(C) =2@10=2 


对 U 和 由 作 以 下 的 验证 。 
gCCUA) = g(A)=2 
g(D Og(A)=1@2=2 
g(OU B)= g(B)=5 
g(D Og(B)=1@5=5 
&C2U C) = gC) = 0 


g(D Dg(C) =1@10=10 


纤 上 ,<s,n,U>2<T,G@,G@>， 
6.3.3 同 态 与 同 构 的 性 质 


定理 6.10 给 定 <X,O,X> 二 <Y, 由 ,@> 且 f 为 其 满 同 态 映射 , 则 有 以 下 结论 。 
(1) 如 果 @ 和 XX 满足 结合 律 , 则 外 和 也 满足 结合 律 ; 
(2) 如 果 昌 和 XX 满足 交换 律 , 则 旬 和 人 @ 也 满足 交换 律 ; 
(3) 如 果 对 于 X 或 X 对 于 曲 满 足 分 配 律 , 则 甸 对 于 或 对 于 外 也 满足 分 配 律 ; 
(4) 如 果 加 对 于 X 或 多 对 于 四 满足 吸收 律 , 则 四 对 于 四 或 四 对 于 四 也 满足 吸收 律 ; 
(5) 如 果 @ 和 XX 满足 等 宫 律 , 则 旬 和 多 也 满足 等 客 律 ; 
(6) 如 果 e 和 ez 分 别 是 关于 四 和 X 的 么 元 , 则 Fe ) 和 Fe: ) 分 别 为 关于 四 和 四 的 么 元 ; 
(7) 如 果 和 和风 分 别 是 关于 加 和 X 的 零 元 , 则 f(9.) 和 (0,) 分 别 为 关于 外 和 的 零 元 ; 
(8) 如 果 对 每 个 zEX 均 存 在 关于 的 道 元 z+!, 则 对 每 个 f(x) EY 也 均 存 在 关于 田 
的 道 元 f(x !); 如 果 对 每 个 zxEX 均 存 在 关于 XX 的 逆 元 > !', 则 对 每 个 f(z)EY 也 均 存在 
关于 @ 的 逆 元 f(z !)。 
定理 6.11 代数 系统 间 的 同 构 关系 是 等 价 关系 。 
由 于 同 构 关系 是 等 价 关 系 , 故 令 所 有 的 代数 系统 构成 
一 个 集合 S, 于 是 可 按 同 构 关系 将 其 分 类 ,得 到 商 集 S/ 空 。 
因为 同 构 的 代数 系统 具有 相同 的 性 质 , 故 实际 上 代数 系统 二 
所 需要 研究 的 总 体 并 不 是 S 而 是 S/ 生 。 人 
在 同 态 与 同 构 中 有 一 个 特例 , 即 具 有 相同 集合 的 任意 
两 个 代数 系统 的 同 态 与 同 构 ,这 便 是 自 同 态 与 自 同 构 , 如 本 
例 6.25 和 例 6. 35 所 示 。 
图 6. 3 所 示 为 各 类 同 态 与 同 构 的 关系 。 其 中 扎 = 同 态 
的 集合 ,M 一 单 同 态 的 集合 ,P 一 满 同 态 的 集合 ,S 一 同 构 的 ”图 6.3 各 类 同 态 与 同 构 的 关系 
集合 ,N 一 自 同 态 的 集合 ,A 一 自 同 构 的 集合 。 
注意 ; MN P= 二 S,SNN 一 A,(MNN) 一 A 并 且 (P 站 |N) 一 A 只 包含 无 限 代数 结构 到 自 
身 的 同 态 。 


6.4 同 余 关系 


定义 6.8 给 定 二 S, 昌 二 , 且 E 为 S 中 的 等 价 关系 。 

EE 关于 @ 有 代 换 性 质 ; (Vx) (Vrs) (Vy (Vy) (Tir my ESANrEr: NyEy)™> 
(Tz1 Oy E(x Oy)).。 

EE 为 <S, 二 中 的 同 余 关 系 : 已 有 代 换 性 质 。 与 此 同时 , 称 同 余 关系 下 的 等 价 类 为 同 
余 类 。 

由 定义 可 知 , 同 余 关 系 是 代数 结构 的 集合 中 的 等 价 关 系 ,并 且 在 运算 的 作用 下 ,能 够 保 


万 
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持 关 系 的 等 价 类 。 即 在 x1 © yi 中 ,如 果 用 集合 S 中 与 zi 等 价 的 任何 其 他 元 素 x; 代 换 x ,并 
且 用 与 yi 等 价 的 任何 其 他 元 素 y: 代 换 y,, 则 所 求 的 结果 zy 与 xz1 yi 位 于 同一 等 价 类 
之 中 , 即 , 若 Lziz] = [zsz] 且 [me] = [ye], 则 [LOywe] = [zOyz]。 此 外 , 同 余 关 系 
与 运算 密切 相关 。 如 果 一 个 代数 结构 中 有 多 个 运算 , 则 需要 考查 等 价 关 系 对 于 所 有 这 些 运 
算是 否 都 有 代 换 性 质 。 如 果 有 , 则 说 明 该 代数 结构 存在 同 余 关系 ; 否则 , 同 余 关系 不 存在 。 

例 6.36 给 定 <Z, 十 ,X 二 ,其 中 义 是 整数 集合 ,十 和 X 是 一 般 的 加 法 、 乘 法 。 假 设 Z 
中 的 关系 尺 定义 如 下 。 

iRis: |id|=|ii| (其 中 vi €2) 

试问 ,R 为 该 结构 的 同 余 关 系 吗 ? 其 中 | | 表示 记 的 绝对 值 。 

显然 ,相等 关系 是 等 价 关 系 , 只 要 证 明 它 满足 代 换 性 即 可 , 即 证 对 任意 的 ,is ,is ,i 
EBs 


iRis A iaRis 
色 而 | 三 | 二 | 人] 页 | 三 外 六 | 
|it+ti|= |i:+til 

对 让 二 1 站 二 和 二 3 而 二 一 3 


|+i|=4 


|i+i|=2 

即 R 对 十 不 满足 代 换 性 ,R 不 是 二 Z, 十 ,X 二 的 同 余 关系 。 

可 见 ,考查 一 个 等 价 关系 已 对 于 有 多 个 运算 的 代数 结构 是 否 为 同 余 关系 ,有 个 次 序 先 
后 问题 。 选 择 得 好 ,首先 就 考查 到 了 E 对 某 个 运算 不 具有 代 换 性 质 ,那么 立刻 便 可 断定 EE 
不 是 该 结构 的 同 余 关系 ; 否则 验证 应 继续 下 去 ,直至 遇 到 不 具有 代 换 性 质 的 运算 为 止 。 如 
果 对 于 所 有 运算 都 有 代 换 性 质 , 则 已 为 该 结构 的 同 余 关 系 。 在 例 6. 29 中 ,首先 发 现 R 对 于 
十 不 具有 代 换 性 质 ,那么 可 断定 R 不 是 该 结构 的 同 余 关系 。 如 果 首 先 验 证 R 对 于 XX 的 代 换 
性 质 ,结果 R 对 于 XX 有 代 换 性 质 ,至 此 只 是 有 希望 判定 EE 是 同 余 关系 ,但 还 得 继续 工作 , 考 
察 R 对 于 十 的 代 换 性 质 ,由 此 结果 才能 判定 R 是 否 为 该 结构 的 同 余 关系 。 

有 了 同 余 关系 的 概念 后 ,现在 可 以 给 出 它 与 同 态 映 射 的 关系 了 ,请 看 下 面 定理 。 

定理 6.12 设 二 S,© 记 与 <T,* 二 是 同类 型 的 且 f 为 其 同 态 映射 。 对 应 于 f, 定 义 关 
系 局 如 下 


xzEyy: f(z) = f(y)， 其 中 x,y€5 
则 Ej 是 二 S, 志 中 的 同 余 关 系 ,并 且 称 Ey 为 由 同 态 映射 了 所 诱导 的 同 余 关 系 。 
由 于 同 态 映 射 不 唯一 ,根据 定理 6. 12, 可 以 推 知 同 余 关系 也 不 唯一 。 
例 6.37 设 <Z, 二 与 <B, 一 > 是 同类 型 的 ,其 中 乙 是 整数 集合 ,B = 二 {0,1}， 和 一 
定义 如 下 
i =i+l1 (GEZ) 
b= (十 DGmod2) (bE€ B) 
又 设 fEBz: f (让) 二 (i)(mod 2)( 其 中 i€2), 试 指出 所 诱导 的 同 余 关系 。 
解 : f 诱导 的 同 余 关系 为 Ey。 
iEsj :=f(2)=f(0),B i(mod 2)=j(mod 2)。 
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显然 马 / 是 个 等 价 关 系 ( 自 反 、 对 称 、. 可 传递 ) ,现在 只 要 说 明 Ej 满足 代 换 性 质 。 
对 任何 i,jEZ 和 iEyj 来 推 证 iEjj , 即 有 
i(mod 2) = ()(mod 2) = 
(i+1)(mod 2) = (+1)(mod 2) 


因为 
(i 1)(mod2) = ((D) (mod 2)+1(mod 2))(mod 2) 
(十 1)(mod2) = ((j))(mod 2)++1(mod 2))(mod 2) 
于 是 


(i+D(mod 2) = (+1)(mod 2) 
即 Ej 是 满足 代 换 性 的 ,从 而 证 明了 Ej 是 同 余 关系 而 且 是 由 了 所 诱导 的 。 


6.5 商 代数 


定义 6.9 商 代数 : 给 定 二 S, 昌 二 及 其 上 的 同 余 关系 记 , 且 由 对 S 所 产生 同 余 类 所 
构成 一 个 商 集 S/E。 若 在 S/E 中 定义 运算 * 如 下 : [zjJs*[yjs 二 [x©yjs, 其 中 [zjs， 
[yjJz€S/E, 于 是 <S/E, * 二 构成 了 一 个 代数 结构 , 则 称 二 S/E, * 二 为 代数 结构 <S, 二 
的 商 代数 。 

例 6.38 给 定 <N, 十 > 其 中 N 是 自然数 集合 ,十 是 一 般 意 义 下 加 法 。 又 知 <Zo ,十 >， 
其 中 二 {0,1,.…m 一 1} ,十 ,为 模 m 加 法 。 并 且 在 N 中 定义 关系 EE; 

mEns: =m| (On 一 za) Vm| (一 mn), 其 中 ,n,n EN 
试 证 明 巨 为 <N, 十 过 中 的 同 余 关系 ,并 给 出 与 已 相关 的 自然 同 态 映 射 ge。 
解 : 显然 已 为 N 中 的 等 价 关 系 。 下 面 证 明 已 对 于 十 具有 代 换 性 质 。 
设 m ,zz ,pi,p; EN 且 mEpi,nzsEp:。 于 是 有 
m|l(m—p) 且 m | (n,— p:) 


又 
(Cai 一 加) 十 (ma 一 思 ) 一 (Ca 十 zz) 一 ( 力 十 加 ) 
故 
m| m+n) — pit p:) 
因此 


mn) ECp + ps) 
所 以 ,已 是 <N, 十 过 中 的 同 余 关系 。 

此 外 ,因为 Z 是 EE 在 NN 中 的 商 集 N/E, 如 果 作 映射 geE (N/E)N: gs(n)=[(n)mod mj， 
其 中 ,mEN。 可 以 看 出 ,gs 满足 自然 同 态 条 件 , 故 ge 是 从 二 N, 十 二 Zi ,十 ,> 与 巨 相 关 
的 自然 同 态 映 射 。 


6.6 积 代数 


定义 6.10 积 代数 ; 设 二 S, 昌 二 与 <T,* 二 是 同类 型 的 ,而 到 SXT,@>> 成 为 新 的 代 
数 结构 ,其 中 SX 了 是 集合 S 和 集合 工 的 笛 卡 儿 乘积 , 且 @@ 定 义 如 下 : <s ,4 下 <ss ,b> 一 
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过 sOsssti* 二 ,其 中 5,ss ES,t ,ts ET。 称 二 SXT,@ 放 为 代数 结构 二 S, 日 汪 > 和 
<T,* 之 的 积 代数 ,而 代数 结构 <S, 思 过 和 <<T, * 二 称 为 二 SXT, 的 二 的 因子 代数 。 
类 似 地 ,可 把 积 代数 的 定义 推广 到 任何 两 个 同类 型 的 代数 结构 。 另 外 ,重复 地 使 用 定义 
中 的 方法 ,也 可 以 定义 任何 有 限 数目 的 同类 型 代数 结构 的 积 代数 。 
可 以 看 出 ,两 个 代数 结构 的 积 代数 ,与 两 个 因子 代数 是 同一 类 型 的 。 而 且 还 要 注意 到 ， 
在 积 代数 的 定义 中 ,是 用 因子 代数 中 的 相应 运算 定义 了 积 代数 中 的 运算 。 
例 6.39 设 Fi== 过 Ni, 十 ，* ;这 和 下 二 过 Nis, 十 9，* 3 记 , 求 FXFs 和 FXF,。 
解 : (1) 设 F,XF,== 二 NXN;, 外 ,二 ,其 中 ， 
jg 
任 取 <ai,b 记 ,as,bsEN;XN;, 有 
Zab >Ba,bs >=<a tasb sb; > 
二 ai 二 加 二 ab 二 一 二 al "ab "b> 
表 6. 19 所 示 为 构造 由 运算 的 运算 表 ( 这 里 仅 给 出 了 一 个 运算 表 , 另 一 个 照 推 ) 。 


表 6.19 由 运 算 的 运算 表 


申 <0,0> <0,1> <0,2> <1,0> <1,1> <1;2> 
<0,0> <0,0> <0,1> <0,2> <1,0> < < 
<0,1> <0,1> <0,2> <0,0> i> <i,2> <1,0> 
<0,2> <0,2> <0,0> <0,1> lo <1,0> <UI> 
<1,0> <1,0> < ws <0,0> <0,1> <0,2> 
二 ij 过 an < <10> <o1> X02> <0,0> 
<Li2> < > < <lb1> <0,2> <0,0> <0,1> 


(2) 设 FXF,= 二 Ns;XN;, 名 ,如 二 ,其 中 
Ne WN = (< D> Dl. < Ul < 
任 取 
<abl>, <a,b, >E NXN;, 
Zab > <a,b >=<a ta bb > 
Zab > <ansb>=<a "abi “3b; > 
运算 表 的 构造 方法 与 上 同 。 
例 6.40 设 集合 A={al,as) ,B= 二 {61,5;,6;),* 和。 分 别 为 A,B 上 的 二 元 运算 ,其 运 
算 如 表 6. 20 和 表 6. 21 所 示 , 求 积 代数 UXV, 其 中 U=<A, * 记 ,V=<B, ">。 
表 6.20 例 6.40 中 的 x 定义 


表 6.21 例 6.40 中 的 定义 


b b, 及 
b b b bs 
bs be bs bs 
bs b bs bs 


解 : 令 UXV==AXB,， ,结果 如 表 6. 22 所 示 。 
表 6.22 例 6.40 结果 


<a,h> <a'b:> <a,b> <a,bh> 二 qz ,及 全 <a,bs> 
<a,bh> <abh> <abh> <a,bs> <as,h> <aisbh> <as ,b> 
<a,b:> <a'bs> <a,b:> <ai,bs> <as,bh> <as,bs> <as,bhs> 
<a,b> <abh> <a,b> <a,bs> <as,b> <as,bs> <as,bs> 
<as,b> <as,bh> <as,bh> <az ,b> <a,b> <a,bh> <al,bs> 
<as,bs> <as,b> <assbh> <as,bs> <aisbh> <a,bs> <ai,bhs> 
< 到 az ,bs> <assh> <as,bs> <azs ,bs> <ab> <a'bs> <a,bs> 


定理 6.13 设 S==<A, "二 ,S$ 二 二 B,* 二 是 同类 型 的 代数 系统 ,S= 二 AXB,。 二 为 
Si 和 S: 的 积 代数 。 

(1) 如 果 * 和 * 运 算 可 交换 (可 结合 、 寡 等 ) ,那么 运算 也 是 可 交换 (可 结合 、 寡 等 ) 。 

(2) 如 果 el 和 es 分 别 (0, 和 8) 是 < 和 * 运 算 的 单位 元 ( 零 元 ) ,那么 二 ei ,es 之 也是。 运算 
的 单位 元 。 

(3) 如 果 z 和 y 分 别 是 * 和 * 运 算 的 可 道 元 素 ,那么 x,y 二 也 是 运算 的 可 道 元 素 , 其 
道 元 是 之 x71,y- 1 之。 


€.7 云 环境 中 的 数据 安全 之 同 态 计 算 


6.7.1 云 计算 中 的 同 态 计 算 


由 于 云 计算 是 分 布 式 的 ,用 户 数据 的 存储 位 置 是 未 知 的 ,为 了 提高 资源 使 用 率 ,可 能 不 
同 用 户 的 数据 会 共享 存储 或 占用 计算 资源 ,如 果 对 数据 没有 进行 隔离 和 有 效 的 保护 ,就 可 能 
被 盗窃 .删除 或 复 改 。 因 此 ,保护 云端 数据 的 安全 与 单机 方式 有 所 不 同 , 传 统 的 安全 保护 方 
式 无 法 应 对 云 计算 环境 下 的 网 络 结构 和 协议 。 

应 用 同 态 对 加 法 和 乘法 运算 的 保持 性 ,能 够 实现 在 加 密 的 数据 上 进行 任意 数量 的 加 法 
和 乘法 运算 ,使 得 对 加 密 数 据 进行 某 种 操作 所 得 到 的 结果 恰好 等 于 对 加 密 前 的 数据 进行 预 
期 操作 再 加 密 后 得 到 的 密 文 一 一 同 态 加 密 算 法 。 因 此 , 云 计 算 中 使 用 同 态 加 密 算 法 对 数据 
进行 加 密 处 理 , 可 以 保证 云 计算 中 的 数据 安全 。 在 存储 用 户 数据 前 先 对 敏感 数据 进行 加 密 ， 
从 而 提高 数据 的 安全 性 ,即便 这 些 数据 被 窃取 ,恶意 用 户 得 到 的 也 只 是 数据 加 密 后 的 密 文 ， 
没有 密 钥 进行 解密 是 无 法 得 到 明文 的 。 而 密 钥 由 用 户 保存 ,云端 不 存储 用 户 密 钥 。 同 时 ,上 
于 同 态 加 密 算 法 的 同 态 特 性 ,云端 可 以 对 密 文 进行 数据 处 理 ,从 而 可 有 效 避 免 对 加 密 数 据 进 
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行 传统 操作 时 的 效率 和 资源 浪费 问题 。 
6.7.2 数据 安全 的 同 态 计 算 过 程 


(1) 用 户 访问 云端 ,应 用 管理 系统 接收 到 用 户 请 求 后 ,将 用 户 信息 转发 给 密 钥 管理 与 认 
证 模块 ,该 模块 根据 算法 产生 基于 该 用 户 信息 的 一 对 对 称 密 钥 ,将 用 户 信息 与 密 钥 绑 定 并 加 
密 存 储 , 应 用 管理 系统 将 密 钥 对 通过 安全 通道 发 给 用 户 。 

(2) 用 户 使 用 密 钥 在 用 户 端 对 数据 进行 加 密 , 并 将 加 密 后 的 密 文 数据 传输 到 云端 ,应 用 
管理 系统 接 到 数据 后 将 其 存放 到 存储 系统 。 

(3) 用 户 需要 使 用 数据 时 ,应 用 管理 系统 接 到 用 户 请 求 后 从 存储 系统 提取 数据 传 回 给 
日 户 ,用户 收 到 后 解密 即 可 使 用 。 

(4) 由 于 同 态 加 密 算 法 的 特性 ,在 用 户 需 要 进行 数据 检索 、 计 算 等 操作 时 ,数据 处 理 系 
统 可 直接 对 加 密 后 的 检索 词 在 密 文 数据 库 中 进行 检索 ,将 检索 到 的 密 文 数据 传输 给 用 户 ， 
户 解密 后 即 可 查看 ,而 不 需要 解密 全 部 密 文 数据 库 再 检索 ,这样 既 节 约 时 间 方便 用 户 , 也 减 
少 了 系统 开销 。 当 用 户 需要 用 到 云 环境 的 计算 能 力 时 ,用 户 的 加 密 数 据 可 以 在 云端 完成 加 
密 数 据 的 计算 而 将 计算 结果 返回 给 用 户 ,用 户 解密 后 即 可 得 到 运算 结果 。 


6.7.3 同 态 计 算 在 数据 安全 中 的 主要 应 用 


(1) 隐私 保护 : 用 户 数据 以 密 文 的 形式 传输 到 云端 并 保存 , 既 保 证 了 数据 在 传输 过 程 
中 的 安全 ,又 确保 数据 的 存储 安全 ,即便 是 云 计 算 服 务 商 的 工作 人 员 也 无 法 轻易 获取 明文 
信息 。 

(2) 数据 处 理 : 同 态 加 密 机 制 可 使 用 户 或 可 信 第 三 方 对 密 文 数据 直接 进行 处 理 操作 ， 
而 不 用 原始 数据 ,用 户 得 到 运算 结果 进行 解密 即 可 得 到 处 理 好 的 数据 。 例 如 在 医疗 信息 系 
统 中 ,电子 病历 均 以 密 文 形式 存储 在 云端 的 服务 器 上 , 当 卫 生 部 门 需要 知道 某 地 区 某 种 病 的 
病人 地 理 位 置 和 年 龄 分 布 以 应 对 可 能 引发 的 公共 卫生 安全 问题 时 ,就 可 将 密 文 的 电子 病历 
数据 交 给 专业 的 数据 处 理 服务 商 处 理 , 得 到 处 理 结果 后 解密 即 可 得 到 需要 的 正确 数据 。 

(3) 密 文 检索 : 基于 同 态 加 密 技 术 的 密 文 检索 方法 可 以 直接 对 密 文 数据 进行 检索 ,不 
仅 能 保证 查询 隐私 和 提高 检索 效率 ,还 能 对 被 检索 数据 进行 加 法 和 乘法 运算 而 不 改变 对 应 
的 明文 。 
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习题 


1. 举 出 生活 中 的 例子 ,说 明 什么 是 么 元 、 道 元 和 和 零 元 。 
2. 设 Z 是 整数 集合 ,g: ZXZ>Z 且 
g(< Toy 二 ) 一 Zxy 一 工 十 y 一 2Zy 
试 证 明 二 元 运算 * 是 可 交换 的 、 可 结合 的 。 求 出 勾 元 ,并 指出 每 个 元 素 的 逆 元 。 
3. 设 * 是 自然 数 集合 N 中 的 二 元 运算 ,并 可 给 定 成 x* y 一 +。 证 明 * 不 是 可 交换 的 ， 
但 是 可 结合 的 。 问 哪些 元 素 是 等 寡 的 ? 是 否 有 左 么 元 和 右 么 元 ? 
4. 设 * 是 正 整数 集合 N* 中 的 二 元 运算 . 且 


zxy 一 工 和 > 的 最 小 公 倍 数 
试 证 明 * 是 可 交换 的 和 可 结合 的 。 求 出 么 元 ,并 说 明 哪 些 元 素 是 等 寡 的 。 
5. 设 S 为 有 限 集合 , 问 S 上 有 多 少 个 二 元 运算 ? 其 中 有 多 少 个 是 可 交换 的 ? 有 多 少 个 
运算 具有 单位 元 ? 
6. 对 于 如 下 定义 的 R 上 的 二 元 运算 * ,确定 其 中 哪些 是 可 交换 的 和 可 结合 的 ,关于 哪 
些 二 元 运算 有 么 元 ,对 于 有 么 元 的 二 元 运算 , 找 出 R 中 的 可 道 元 素 。 
a*as =|a—a | 


ai xdaz 一 (al 十 az)/2 


ai # as 一 Qi/az 
7. 设 * 是 S 中 的 可 结合 的 二 元 运算 ,并且 对 于 任意 zx,yES, 若 zxy 一 yxz, 则 工 一 
y。 试 证 明 S 中 的 每 个 元 素 都 是 等 过 的 。 
8. 试 举 出 两 个 你 所 熟悉 的 代数 系统 。 
9. 给 定 代数 系统 X 一 一 S, 十 >,Y 王 <S,* > 和 2Z 王 二 S, 十 ,* 之 ,其 中 S={a,0), 运 
算 如 表 6. 23 和 表 6. 24 所 示 。 


表 6.23 习题 9 中 的 十 


a b 
a a b 
b b a 


表 6.24 习题 9 中 的 * 


x* a b 
a a a 
b a 


试 确 定 X 对 十 和 了 对 * 是 否 满足 交换 律 和 结合 律 , 是 否 有 乏 元 ,Z 是 否 满足 十 对 * 和 
* 对 十 的 分 配 律 。 

10. 设 A=1{0,1}.,S=A4。 

(1) 试 列 出 S 中 的 所 有 函数 。 

(2) 给 出 S 上 合成 运算 的 运算 表 。 

11. 设 A={a,b,c} ,a,b,cER, 能 否 确定 a,b,c 的 值 ,使 得 

(1) A 对 一 般 意 义 下 的 乘法 封闭 ; 

(2) A 对 一 般 意 义 下 的 加 法 封闭 。 

12. 设 U=<<Z, 十 , * 放 ,其 中 十 和 * 分 别 代 表 一 般 意 义 下 的 加 法 和 乘法 ,对 下 面 给 定 
的 每 个 集合 确定 是 否 构 成 U 的 子 代数 系统 ,为 什么 ? 

(1) Si={2n|n€EZ}., 

(2) S: 一 (22 十 1|zEZ}。 

(C3) S;={—1;0;1}s 

13. 设 V= 过 {1,2,3},*,1, 其 中 zy 表示 取 x 和 y 之 中 较 大 的 数 。 求 出 V 的 所 有 子 
代数 系统 。 指 出 哪些 是 平凡 的 子 代数 系统 ,哪些 是 真子 代数 系统 。 
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14. 设 U=<<A, 十 二 ,V= 二 二 B, x* 二 为 同类 型 代数 系统 ,UXV 是 积 代数 ,定义 函数 
f: AXB>A,f(<x,y 之 )==x, 证 明 f 是 UXV 到 U 的 同 态 映射 。 

15. U 王 <<Z, 十 ,* 过 ,V 一 二 Z. ,十 ,，* ,二 ,其 中 2 为 整数 集 , 十 和 * 分别 为 一 般 意 义 
下 的 加 法 和 乘法 ,Z, 一 10,1,2,.…, 一 1) ,十 ,，* ,为 模 n 加 法 和 模 n 乘法 。 令 f: ZZ， 
8F(z)= 一 (z)modm。 证 明了 为 避 到 的 满 同 态 映射 。 

16. V 二 <R" ,* 过 ,其 中 R "为 非 零 实 数 集合 , * 为 一 般 意义 下 的 乘法 ,判断 下 面 哪些 
函数 是 V 的 自 同 态 ,是 否 为 单 自 同 态 、 满 自 同 态 、 自 同 构 ,计算 V 的 同 态 像 。 

(1) f(z)=|z|; 

(2) f(z)=2x; 

(3) f(x)=7’; 

(4) f(x)=1/z; 

(5) f(z)=—zx; 

(6) f(z)=zx++l1。 

17. 给 定 代数 系统 V= 二 Z, ,十 ,>。 

(1) 求 积 代数 VXV; 的 所 有 同 余 关 系 。 

(2) 证 明 V: XV 与 Vs 同 构 。 


本 章 将 讨论 特殊 的 代数 系统 一 一 群 与 环 。 群 是 具有 一 个 二 元 运算 的 抽象 代数 。 半 群 与 
群 在 形式 语言 .快速 加 法 器 设计 、 纠 错 码 定制 和 自动 机 理论 中 都 有 卓有成效 的 应 用 。 环 是 具 
有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 它 和 群 以 及 半 群 有 密切 的 联系 。 

群 最 初 是 由 法 国 数学 家 伽 罗 华 (Evariste Galois,1811 一 1832) 在 1830 年 所 提出 的 , 它 应 
用 于 满足 某 些 性 质 的 一 个 有 限 集 的 一 系列 置换 中 。 伽 罗 华 于 1811 年 生 于 法 国 巴黎 ,直到 
12 岁 才 进 入 巴黎 一 所 公立 中 学 学 习 。 在 此 之 前 ,他 在 家 中 由 母亲 进行 教育 。16 岁 时 , 完 
沉浸 在 数学 的 学 习 之 中 ,以 至 于 忽略 了 其 他 课程 的 学 习 。 他 两 次 参加 Ecole Polytechnique 
的 入 学 考试 ,但 均 未 通过 ,最 后 进入 Ecole Normale 研究 所 进修 。 他 在 那里 的 第 一 年 就 发 表 
了 4 篇 论文 ,随后 不 久 又 完成 了 3 篇 论文 。 但 当 他 将 论文 交 给 一 些 著名 的 数学 家 ,希望 他 们 
将 他 引荐 给 科学 院 时 ,论文 却 被 弄 丢 了 。1831 年 , 伽 罗 华 又 写 了 1 篇 论文 ,文中 详细 描述 了 
他 的 研究 成 果 。 但 这 篇 论文 又 因 难 以 理解 被 退回 。1830 年 法 国 革命 期 间 , 伽 罗 华 曾 因为 指 
责 其 学 校 领导 而 被 学 校 开 除 。 此 外 伽 罗 华 还 曾 因为 政治 活动 两 度 被 捕 和 人 狱 。 在 1832 年 5 
月 30 日 ,他 在 一 场 决斗 中 受伤 ,并 在 第 二 天 去 世 , 年 仅 20 岁 。 在 决斗 前 , 伽 罗 华 留 了 一 封 信 
给 他 的 一 位 朋友 , 信 中 详细 描述 了 他 的 研究 成 果 。 他 的 成 果 对 于 当时 的 人 来 说 实在 太 超 前 
了 ,因此 直到 1870 年 他 的 所 有 研究 成 果 才 完全 展现 在 世人 面前 。 


(0.1 半 群 


定义 7.1 给 定 代数 系统 二 S,O 〇 > , 若 运算 加 满足 结合 律 , 则 称 过 S, 加 过 为 半 群 。 

可 见 , 半 群 就 是 由 集合 及 在 此 集合 上 的 一 个 具有 结合 律 的 二 元 运算 组 成 的 代数 系统 。 

半 群 就 是 非 空 集合 S 以 及 一 个 定义 在 集合 S 上 的 可 结合 的 二 元 运算 加 ,可 用 一 S,@ 〇 > 
表示 半 和 群 ,或 者 当 运 算 加 很 清楚 时 可 以 简 记 为 S。 此 外 还 可 以 把 <@O0 看 成 是 a 和 4 的 积 。 
如 果 昌 是 一 个 可 交换 的 二 元 运算 , 则 称 半 群 二 S, 二 是 一 个 可 交换 半 群 。 

例 7.1 去 Z, 十 之 是 一 个 可 交换 半 群 。 因 为 加 法 满足 结合 率 , 同 时 加 法 是 可 交换 的 ,所 
以 去 Z, 十 之 是 一 个 可 交换 半 群 。 

例 7.2 集合 Z 以 及 一 般 意义 下 的 除法 运算 就 不 构成 一 个 半 群 ,因为 除法 运算 不 是 可 
结合 的 。 

例 7.3 集合 S 的 寡 集 P(S) ,加 上 集合 的 并 运算 ,构成 一 个 交换 半 群 。 因 为 并 运算 满 
足 结合 律 和 交换 律 。 
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定义 7.2 给 定 <M,O>>, 若 二 M, 铝 二 是 半 群 且 @ 有 人 么 元 或 四 满足 结合 律 且 拥有 勾 
元 , 则 称 二 M,O 〇 > 为 独 异 点 或 含 么 半 群 或 拟 群 。 

例 7.4 给 定 二 N, 十 二 > 和 二 N,* 二 ,其 中 是 自然 数 集合 ,十 和 * 为 一 般 意义 下 的 加 
法 和 乘法 。 易 知 二 N, 十 二 和 二 N, * 二 都 是 半 群 ,而 且 还 是 独 异 点 。 因 为 0 是 十 的 么 元 ,1 
是 * 的 么 元 。 

例 7.5 到 2Z+ ,十 >>,<N, 十 >,<Q, 十 > ,<R, 十 二 ,<C, 十 > 都 是 半 群 ,十 是 一 般 意 
义 下 的 加 法 ,在 这 些 半 群 中 , 除 二 Z+ ,十 二 外 都 是 独 异 点 。 其 余 几 个 中 含有 乏 元 0, 而 二 Z+ ， 
十 盖 中 无 么 元 存在 。 

定义 7.3 ”给 定 半 群 二 S,© 二 和 gE€5S, 以 及 自然 数 集合 N, 则 g 为 二 S$, 二 的 生成 元 ， 
并 有 (Vzx)(rES>(3n)(nENAz 一 多))。 此 时 也 说 ,元 素 g 生成 半 群 二 S, 二 ,而 且 称 
该 半 群 为 循环 半 群 ,g 为 生成 元 。 

定义 7.4 给 定 半 群 <S,@> 及 GES, 则 G 为 <S,@> 的 生成 集 : (Va)(a€ Sa= 
OO(O))A 人 min|G| 。 这 里 局 (C) 表 示 用 G 中 的 元 素 经 巴 的 复合 而 生成 的 元 素 。 类 似 地 定义 
独 异 点 二 M,O ,e 二 的 生成 集 。 

例 7.6 给 定 <N, 十 之 ,其 中 N 是 自然 数 集合 ,十 为 一 般 意 义 下 的 加 法 , 则 过 N, 十 过 是 
无 穷 循 环 独 异 点 ,0 是 么 元 ,1 是 生成 元 。 

例 7.7 给 定 半 群 二 S, * 二 ,其 中 S={a,b,c,d},* 定义 如 表 7.1 所 示 , 试 证 明生 成 集 
G={a,b}。 


表 7.1 * 的 定义 
* a b 让 d 
a d b a 
b b b b b 
d a b 全 d 
证 明 : 由 表 7.1 可 知 
c=axb 
d=ax*a 
可 见 ,{a,b} 生 成 {a,b,c,d} ,所 以 生成 集 G={a,6b)。 
定义 7.5 给 定 半 群 二 S, 二 及 非 空 集合 TCS, 若 对 © 封闭 , 则 称 二 T, 昌 二 为 <S， 
名 二 的 子 半 群 。 
定理 7.1 给 定 半 群 <S,@> 以 及 任意 的 <cE S, 则 过 {a,a? ,ao ,…), 昌 > 是 <5, 昌 > 
的 循环 子 半 群 。 


证 明 : 因为 二 S, 二 是 半 群 , 故 对 任意 的 a€S,a' ES, 其 中 i 为 正 整 数 , 有 {a,a’: ,a ,…} 导 
S。 显 然 a 是 {aya? ,a ,…} 的 生成 元 , 故 二 {aya ,as ,…} ,加 二 是 循环 子 半 和 群 。 

定义 7.6 给 定 两 个 半 群 <S,@O>> 和 <<T,* 之 。 称 <SXT,Q@> 为 <S,@O>> 和 <<T， 
* 二 的 积 半 群 ,其 中 SXT 为 集合 S 与 了 的 笛 卡 儿 乘 积 , 运 算 因 定义 如 下 : 5 二 四 
过 sz ,ts 之 二 之 5 OOs < 大 六 。 其 中 msES ,ts ET。 由 于 @ 是 由 昌 和 x 定义 的 , 易 知 
积 半 群 是 个 半 群 。 
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证 明 : 是 一 个 二 元 运算 ,因为 和 * 都 是 二 元 运算 。 考 虑 : 
Ee 
= SO sh > 
= 过 Os On > 
= 之 (Os)Os ,ht) ts > 
= 之 ud >O 和 Zui SO > 
综 上 ,@ 是 可 结合 的 。 
定理 7.2 若 半 群 <S,@O 之 和 半 群 二 T, 申 > 是 可 交换 的 , 则 二 SXT,@O> 也 是 可 交 
换 的 。 
证 明 : 因为 SXT 是 S 与 T 的 笛 卡 儿 乘 积 ,S 对 于 四 可 交换 ,T 对 于 四 可 交换 ,所 以 在 
积 半 群 <SXT,@> 中 SXT 对 于 @ 也 是 可 交换 的 。 
定理 7.3 给 定 半 群 <S,@> 和 半 群 <T, 四 >, 且 e 和 es 分别 是 它们 的 么 元 , 则 积 半 
群 <SXT> 含 有 么 元 < ee >。 
证 明 : 利用 定理 7. 2 可 证 明 ,e ,e 分 别 为 S 与 工 的 么 元 , 则 S$ 与 工 的 笛 卡 儿 乘 积 SXT 
的 么 元 为 < el，, es。 
定理 7.4 ”给 定 半 群 二 S,© 二 > 和 半 群 二 T, 田 二 , 且 9 和 4 分 别 是 它们 的 零 元 , 则 积 半 
群 <SXT> 含 有 零 元 <0 ,0 > 。 
定理 7.5 给 定 半 群 <S,@>> 和 半 群 <T, 四 >, 且 ES 的 逆 元 ;1,1 ET 的 道 元 17!， 
则 积 半 群 二 SxXT 二 中 的 道 元 为 <s 1, 扩 : 二 。 
定理 7.4 与 7.5 的 证 明 留 给 读者 ,可 参考 定理 7.2、 定 理 7. 3 与 笛 卡 儿 乘 积 的 性 质 。 


(2 嫩 


7.2.1 和 群 的 概念 


定义 7.7 给 定 代数 系统 V 王 <G,O>, 若 <G,@>> 是 独 异 点 并 且 每 个 元 素 均 存在 逆 
元 ,或 满足 四 是 可 结合 的 ,并 且 关 于 加 存在 么 元 ,同时 G 中 每 个 元 素 关 于 加 是 可 疼 的 , 则 称 
二 G, 昌 是 群 , 记 为 G。 群 比 独 异 点 具有 更 严格 的 条 件 。 

例 7.8 在 例 7.5 中 二 Z, 十 >,<Q, 十 >,<<R, 十 >,<C, 十 > 都 是 群 ,分 别称 为 整数 
加 群 有 理 数 加 群 、 实 数 加 群 、 复 数 加 群 。 

例 7.9 给 定 王 Z, 十 二 和 <Q,.* 二 ,其 中 Z 和 AQ 分 别 为 整数 集 和 有 理 数 集 , 十 和 =* 分 
别 是 一 般 意 义 下 的 加 法 和 乘法 。 可 知 二 Z, 十 之 是 群 ,0 是 么 元 ,每 个 元 素 iE 2 的 道 元 为 
一 <Q, * > 不 是 群 ,1 是 么 元 ,0 无 逆 元 ,但 <Q 一 {0}, * 之 是 群 。 

在 半 群 , 独 异 点 、 群 这 些 概 念 中 ,由 于 只 含有 一 个 二 元 运算 ,所 以 在 不 发 生 混淆 的 情况 
下 ,可 以 将 算 符 省 去 。 例 如 将 zx* y 写成 xy。 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 常 使 用 这 种 简略 的 表示 
方法 。 

例 7.10 设 G={e,a,b,c),G 上 的 运算 由 表 7. 2 表示 ,不 难 验证 G 是 一 个 群 。 由 
表 7.2 中 可 以 看 出 G 的 运算 具有 以 下 特点 : e 为 G 中 的 单位 元 ; G 中 的 运算 是 可 交换 的 ; 
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每 个 元 素 的 逆 元 就 是 其 自身 ; 在 a,5b,c 3 个 元 素 中 ,任意 两 个 元 素 运算 的 结果 都 等 于 另 一 个 
元 素 。 这 个 群 为 Klein 4 元 群 ,简称 4 元 群 。 


表 7.2 G 上 的 运算 
3 a b c 
e 六 a b < 
a a e c b 
b b c e a 
c b a © 


例 7.11 某 二 进 制 码 的 码 字 z 一 zizz…zy 由 7 位 构成 ,其 中 zz ,zx;,zx3 和 zx 为 数据 位 ， 
Zs sze 77 为 校 验 位 ,并 且 满 足 : 
zs=xOrODz 
2Z6 一 1 Oz (BE 
Xr = (GE (BE 
这 里 四 是 模 2 加 法 。 设 G 为 所 有 码 字 构成 的 集合 ,在 G 上 定义 的 二 元 运算 如 下 : 
Vi, 了 ECG， 
Toy 一 zz 
w= mBDy = 1525…75 
证 明 <G,。 二 构成 群 。 
证 明 : 
任 取 xz 一 zi 和 zy yy 二 yy Ty 二 X11 
首先 验证 zs 二 二 四 = 四 = 。 
ABDB = nD) Bry) Dr By) 
=(nBraBr)Dy Oy y) 
zs OD ys 


同 理 , 可 证 xs 一 六 由 汪 四 = 二 四 四。 所 以 zoy= 二 zEG, 从 而 证 明了 运算 : 具 
有 封闭 性 。 

任 取 zx,y,zEG, 令 (zy) z= 二 qi…ar,X*(y*z) 二 6b1…b;。 下 面 证明 4; 二 6;,i==1， 
Be sy 

由 于 由 运算 满足 结合 律 , 因 此 有 

ai (zBy) Bz = zB;®mz)=b 

从 而 证 明了 G 中 运算 。 满 足 结合 律 。 易 知 单位 元 0000000, YIEG,x 一 z。 综 上 所 述 ,G 
构成 群 。 

例 7.12 在 一 般 意义 下 的 乘法 运算 Zi! 不 是 一 个 群 ,因为 2 中 的 元 素 没有 逆 元 素 。 然 
而 ,在 给 出 的 运算 下 该 集合 是 一 个 么 半 群 。 

例 7.13 在 一 般 意义 下 的 乘法 运算 下 ,所 有 非 零 实 数组 成 的 集合 构成 一 个 群 。 任 意 元 
素 a (o 天 0) 的 逆 是 1/a。 


7.2.2 和 群 的 性 质 
1. 群 的 基本 性 质 


由 群 的 定义 7.7 和 以 上 讨论 ,可 知 群 有 以 下 4 条 基本 性 质 。 

(1) 封闭 性 : 车 a,5EG, 则 存在 唯一 确定 的 cEG, 使 得 a x* 6b 二 c。 

(2) 结合 律 : 任意 a,b,cEG, 有 (a*b)*c=ax* (bxc)。 

(3) 单位 元 存在 : 存在 eEG, 对 任意 a€G, 满 足 a*e 二 e* a 二 a, 称 e 为 单位 元 ,也 称 
么 元 。 

(4) 逆 元 存在 : 任意 a€G, 存 在 唯一 确定 的 65EG,a* b= 二 bx a 二 e( 单 位 元 ), 则 称 a 与 5 
互 为 逆 元 素 , 简 称 逆 元 , 记 作 a ' ==b。 

群 除 了 以 上 4 条 基本 性 质 外 还 有 以 下 一 些 特征 。 


2. 窜 运 算 规则 
定义 7.8 设 G 是 群 ,a€EG,n€E2Z, 则 a 的 ) 次 宕 定义 为 


ey 妈 一 0 
a" = ja™, n>0 
(a')", n=<0,n=—m 
群 中 元 素 可 以 定义 负 整数 次 宕 。 
在 < 到 , 申 > 中 ,有 2 一 = (2 一 ?= 1 一 1@1@1 = 0。 
在 <Z, 十 > 中 ,有 (一 2)-: 一 2 一 2 十 2 十 2 一 6。 
定理 7.6 设 G 为 群 , 则 G 中 的 寡 运 算 满 足 ， 
(1) Va€G,(a !) =a; 
(2) VabEG,(ab) =6 a; 
(3) YaeEG,aran 一 a't™",n, mEZ; 
(4) Va€G,(a’)"= a™,n, mEZ; 
(5) 若 G 为 交换 群 , 则 (ab)" 二 a"b"。 
证 明 : (1) (ea 一 ) 一 是 o 的 逆 元 ,a 也 是 wa 一 的 逆 元 。 根 据 逆 元 唯一 性 ,等 式 得 证 。 
(2) (ie (ob 一 OICorla)0 二 01b 二 e, 同 理 ,(ab)(b a1) 二 e, 故 ba! 是 ab 
的 逆 元 。 根 据 逆 元 的 唯一 性 等 式 得 证 。 


3. 方程 存在 唯一 解 


定理 7.7 G 为 群 ,Ya,5EG, 方 程 ax==b 和 ye 一 0 在 G 中 有 解 且 仅 有 唯一 解 。 
证 明 : a 'b 代 入 方程 左边 的 zx 得 
alab) = (a N06=wm=6b 
所 以 a 'b 是 该 方程 的 解 。 下 面 证 明 唯一 性 。 
假设 c 是 方程 wz 一 /的 解 , 必 有 ac 一 和, 从 而 有 
ES ej) = 


同 理 可 证 ba :是 方程 ya 二 =。 的 唯一 解 。 
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例 7.14 设 群 G= 二 P({a,5)), 外 二, 其 中 外 为 对 称 差 。 解 下 列 群 方程 
解 : {a} BX= 2,Y@ {a,b} = {6} 

X={a BG={aBG= {a} 

Y= {6}@{ab} = {46} © {ab} = {fa} 


4. 消去 律 


定理 7.8 G 为 群 , 则 G 中 运算 满足 消去 律 , 即 对 任意 a,6,cEG, 有 

(1) 车 ab = ac,; 则 6 = cc; 

(2) 车 ba = ca; 则 b= ce。 

证 明 略 。 

例 7.15 设 G 二 {a as，*… ,a,) 是 nn 阶 群 , 令 

aG = {aaj; | 了 一 1,2, 7)} 

证 明 wuG = G。 

证 明 : 由 和 群 中 运算 的 封闭 性 有 a:GSG。 假设 aGCG, 即 |aG| 二 nn, 必 有 aj,ar EG， 
使 得 

aidj = aiar(j FA) 

由 消去 律 得 a 二 a，, 与 1G|= nn 了 矛盾。 


5. 元 素 的 阶 


定义 7.9 设 G 是 群 ,a€G, 使 得 等 式 a* 二 e 成 立 的 最 小 正 整数 & 称 为 a 的 阶 , 记 作 
lal=k, 称 a 为 k 阶 元 。 若 不 存在 这 样 的 正 整数 &, 则 称 a 为 无 限 阶 元 。 
例如 ,在 二 Ze ,四 > 中 ,2 和 4 是 3 阶 元 .3 是 2 阶 元 ,1 和 5 是 6 阶 元 ,0 是 1 阶 元 。 
在 <Z, 十 一 中 ,0 是 1 阶 元 ,其 他 整数 的 阶 都 不 存在 。 
定理 7.9 G 为 群 ,aEG 且 lol= ~。 设 & 是 整数 , 则 
(1) a* 二 ee 当 且 仅 当 |k; 
《中 | 六 中 二 全 | 
证 明 : (1) 充分 性 。 由 于 rlk, 必 存在 整数 m 使 得 & 二 mr, 所 以 有 
a =a™=(a)"=e"=e 
必要 性 。 根 据 除 法 ,存在 整数 和; 使 得 
k=mr+ii, 0<i<r—l 


从 而 有 
e=a=a™t (ua ea'=a’ 
因为 lal 二 7, 必 有 i 二 0。 这 就 证 明了 rlk。 
(2) 由 


No = 
可 知 a 的 阶 存在 。 令 | -|= ,根据 上 面 的 证 明 有 tlr。a 又 是 ea 一 的 逆 元 ,所 以 -|t。 从 
而 证 得 ~ = 妃 即 |a-:| 王 |a|。 
例 7.16 设 G 是 群 ,a,bEG 是 有 限 阶 元 。 证 明 
(1) le ab|=|al; 


(2) lab|= 16al。 
证 明 : (1) 设 lal== ,10 Yab| 二 1, 则 有 64 a'b==e, 即 a'==e。 
从 而 有 tlr。 另 一 方面 ,由 a = 二 (6067)71(671ab)6b 1! 可知 rlt。 从 而 有 1 1ab|==|a|。 
(2) 设 lab|==r,|bal 二 1, 则 有 
(ab) t= (ab) (ab)(ab) 
守 ! 个 
= a(ba)(ba)…(ba)b 
中 
=a(ba)b =aeb =ab 
由 消去 律 得 (4a8)'== e, 从 而 可 知 ,r|z。 
同 理 可 证 得 ir, 因此 |ab|=|ba|。 


6. 群 的 阶 


定义 7.10 若 群 G 是 有 穷 集 , 则 称 G 是 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 。 群 G 的 基数 称 为 群 
G 的 阶 。 只 含有 单位 元 的 群 称 为 平凡 群 。 

例 7.17 <=Z, 十 二 是 无 穷 群 ,二 S,®@ 二 ,其 中 S={a,6b,c} ,的 运算 表 如 表 7.3 所 示 。 
可 以 验证 ,二 S, 二 是 群 ,a 为 么 元 ,b 和 c 互 为 逆 元 ; 又 因为 |G|==3, 故 二 S, 二 是 3 阶 群 。 


表 7.3 Q 〇 的 运算 表 
© a b e 
a a b c 
b b 人 a 
c 3 a b 
7. Abel 群 


定义 7.11 给 定 群 G, 若 加 是 可 交换 的 , 则 称 G 是 可 交换 群 或 G 是 阿 贝 尔 群 。 

例 7.18 具有 一 般 意义 下 的 加 法 运算 的 所 有 整数 的 集合 Z 是 一 个 阿 贝尔 群 ,如 果 a€ 2， 
那么 a 的 逆 是 它 的 负数 一 a。 

例 7.19 二 Z, 十 和 <<R, 十 二 是 无 限 群 ,二 Zz ,四 二 是 有 限 群 也 是 阶 群 。Klein 4 元 
群 是 4 阶 群 。 二 {0}) ,十 二 是 平凡 群 。 上 述 的 所 有 群 都 是 交换 群 ,但 是 阶 (n 三 2) 实 可 北 矩 
阵 的 集合 关于 和 矩阵 乘法 构成 的 群 是 非 交 换 群 ,因为 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 。 

定理 7.10 给 定 群 二 C,@ 二 , 则 

二 G,@ 二 为 Abel 群 写 (VoO(VWD(a,b EG—> (a®@b)’=a ob) 

证 明 : 充分 性 。 

因为 <G, 的 二 是 群 ,又 对 任意 a.b5EG, 有 

(a@W)=a Wb) OW) = (0a 
>a@ (a@b) Ob=a® LOa) Ob 
>(68a) Bl= (a Oo 
ba=ab 


可 见 , 四 是 可 交换 的 , 故 二 G, 四 > 是 阿 贝尔 群 。 
<<G, 加 > 是 阿 贝 尔 群 , 故 <G,@> 是 群 ; 又 对 任意 的 a,5EG, 均 有 
(a@®@ b= (a Wb) ® (a ob) 

=a@4Oa) Ob 
=a@®(a@@b) Ob 
= (a@a) WL4OD) 
=a OP 

综 上 所 述 ,定理 得 证 。 


C.3 子 群 与 群 的 陪 集 分 解 


子 妊 就 是 群 的 子 代数 。 
7.3.1 子 群 


定义 7.12 设 G 是 群 ,HH 是 G 的 非 空子 集 ， 

(1) 如 果 互 关 于 G 中 的 运算 构成 群 , 则 称 态 是 G 的 子 群 , 记 作 HG; 

(2) 车 及 是 G 的 子 群 , 且 HCG, 则 称 玉 是 G 的 真子 群 , 记 作 HG。 

如 果 G 是 一 个 群 ,日 是 G 的 一 个 子 群 ,那么 有 H 也 是 关于 G 中 运算 的 一 个 群 ,因为 G 中 
的 结合 性 质 在 互 中 也 成 立 。 

例如 nZ (n 是 自然 数 ) 是 整数 加 群 二 Z, 十 二 的 子 群 。 当 nn 关 1 时 , nZ 是 Z 的 真子 群 。 

对 任何 群 G 都 存在 子 群 。G 和 {e} 都 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 平凡 子 群 。 

例 7.20 <V ,四 > 是 群 <U , 由 > 的 子 群 =ev 一 co, 其 中 evveu 分 别 为 两 个 群 的 么 元 ， 
即 群 与 其 子 群 具有 相同 的 么 元 。 

证 明 : 因为 <V , 由 > 是 群 <U ,由 > 的 子 群 , 则 对 任意 <cEVSU, 有 

a 由 ev 一 和 2 一 4 由 eu 

根据 群 的 可 约 律 , 得 ev 二 ev。 


7.3.2 子 群 的 判定 


下 面 给 出 关于 子 群 的 判定 方法 。 

定理 7.11 (判定 定理 一 ) 

设 G 为 群 ,有 H 是 G 的 非 空 子 集 , 则 瓦 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 

(1) Va.b€EH, 有 abEH:; 

(2) Ya€EH, 有 a 'EH.。 

证 明 : 必要 性 是 显然 的 。 为 证 明 充分 性 ,只 需 证 明 eE€H。 

因为 及 非 空 ,存在 a€ 有 H。 由 条 件 (2) 知 a-!€E 瑟 ,根据 条 件 (1) 有 ,aa'EH, 即 e€EH。 

本 定理 表明 去 瓦 ,@ 〇 > 是 天 G, 加 二 的 子 群 的 充 要 条 件 是 有 H 对 于 四 封闭 并 且 日 中 每 个 
元 素 存 在 逆 元 。 


定理 7.12 (判定 定理 二 ) 

设 G 为 群 ,有 H 是 G 的 非 空 子 集 。 HH 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 Va,bEHH, 有 ab'EH。 
证 明 : 必要 性 显然 。 只 证 充分 性 。 

因为 电 非 空 , 必 存 在 a€ H。 

根据 给 定 条 件 得 aa™!1€EH, 即 e€EH。 

任 取 a€EH, 由 e,a€H 得 ea'EH, 即 a'€H。 

任 取 a,bE 晶 , 知 5'EH 日 。 再 利用 给 定 条 件 得 a(b"') "EH, 即 ab€EH。 
综合 上 述 , 可 知 瑟 是 G 的 子 群 。 

定理 7.13 (判定 定理 三 ) 

设 G 为 群 ,HH 是 G 的 非 空 有 穷 子 集 , 则 日 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 Ya,bE 昌 ,有 ab€EH。 
证 明 : 必要 性 显然 。 为 证 充分 性 ,只 需 证 明 a€ 有 有 a 'EH。 

任 取 a€EHH, 若 a = e, 则 a-!= e€EH。 

车 a 关 e, 令 S={a,as,…), 则 SCH。 

由 于 瓦 是 有 穷 集 , 必 有 必 一 ai(i<j)。 

根据 G 中 的 消去 律 得 a 让 ;== e, 由 a 了 关 e 可 知 j 一 i 六 1, 由 此 得 


ji-l 庆生 1 


a a@=€ 和 aa =€ 
从 而 证 明 o :一 a 下 1!EH。 
例 7.21 设 G 是 群 ,有 H,K 是 G 的 子 群 ,证 明 互 站 K 也 是 G 的 子 群 。 
证 明 : 由 eEHNK 可 知 HNK 非 空 。 
任 取 a,b5E HNK, 则 a€E H,a€K,bEH,b6E K。 由 于 有 H 和 K 是 G 的 子 群 , 必 有 


ab EH 和 ab 'EK, 因 此 ab 'EHNK。 根据 判定 定理 二 (定理 7.13) 命 题 得 证 。 


7.3.3 子 群 的 性 质 
1. 生成 子 群 


定义 7.13 设 G 为 群 ,a€EG, 令 昌 ={a*|kEZ), 则 昌 是 G 的 子 群 , 称 为 由 a 生成 的 子 
群 , 记 作 <a>。 

证 明 : 首先 由 a€ 过 a 二 知 道 <a 二 着 。 任 取 a”,a'€ 过 a 放 , 则 

ea = = Ea 

根据 判定 定理 二 可 知 二 之 G。 

实例 : 

例如 整数 加 群 ,由 2 生成 的 子 群 是 二 2 二 一 {2|AEZ} 一 2Z。 

二 ,四 > 中 ,由 2 生成 的 子 群 <2 之 一 {0,2,4} 。 

Klein 4 元 群 G = {e,a,b,c) 的 所 有 生成 子 群 是 

= = loo E>= Bh = fee} 


2. 中 心 C 


定义 7.14 设 G 为 群 , 令 C={alaEGA Yr(rEGAazr 二 xa)}), 则 C 是 G 的 子 群 , 称 
为 G 的 中 心 。 


第 7 章 群 与 环 


证 明 : eEC,C 是 G 的 非 空子 集 。 任 取 a,5€EC, 只 需 证 明 ab :与 G 中 所 有 的 元 素 都 可 
交换 。VYVzEG, 有 
(ab z= ab lz = ab (zr) 
ula by =a(Br™") a(zb™) 
(ur (za)b! (ab ) 


由 判定 定理 二 可 知 C<G。 
对 于 阿 贝尔 群 G, 因 为 G 中 所 有 的 元 素 互相 都 可 交换 ,G 的 中 心 就 等 于 G。 但 是 对 某 些 
非 交 换 群 G, 它 的 中 心 是 {e}。 


3. 子 群 的 交 


例 7.22 设 G 是 群 ,HH,K 是 G 的 子 群 。 证明 

(1) HNK 也 是 G 的 子 群 ; 

(2) HUK 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 HSK 或 KEH。 

证 明 : (1) 由 eEHNK, 知 HNK 非 空 。 

任 取 a, bEHNK, 则 a€EH,a€EK,bEH,bEK。 

必 有 ab"'EH 和 ab-1EK., 从 而 ab-!1EHNK ,因此 HNK<G。 

(2) 充分 性 显然 ,只 证 必要 性 。 用 反 证 法 。 

假设 也 不 是 K 的 子 集 , 且 K 不 是 互 的 子 集 ,那么 存在 h 和 k 使 得 

hnEHAhEK,. kEKNREH 

推出 hk 电 , 否 则 由 hEH 得 ==h-!(hk)€ 日, 与 假设 矛盾 。 

同 理 可 证 hk KEK, 从 而 得 到 hk 人 HUK 与 HUK 是 子 群 G 
矛盾 。 

4. 子 群 格 <ao> <c> 


定义 7.15 设 G 为 群 , 令 
L(G) = {有 H | 日 是 G 的 子 群 } 
则 偏 序 集 二 L(G), S 二 称 为 G 的 子 群 格 。 
实例 : Klein 4 元 群 的 子 群 格 如 图 7. 1 所 示 。 


7.3.4 子 群 的 陪 集 分 解 
1. 陪 集 


<e> 
图 7.1 Klein 4 元 群 
的 子 群 格 


定义 7.16 令 二 甩 , 昌 二 是 群 <G, 二 的 子 群 且 a€G, 则 把 集合 a©H = {aOAAE 
五 } 称 为 由 元 素 a 所 确定 的 群 二 G.@ 二 中 的 电 的 左 陪 集 ,或 简称 为 左 陪 集 并 简 记 aH。 此 
外 , 称 a 是 左 陪 集 aH 的 代表 元 素 。 

类 似 地 ,可 定义 由 a 所 确定 群 G, 二 中 的 瓦 的 右 陪 集 Ha。 

显然 ,车 二 G, 昌 这 是 Abel 群 , 并 且 二 昌 , 昌 二 是 其 子 群 , 则 aH = 二 Ha, 即 任意 元 素 的 左 
障 集 等 于 其 右 陪 集 。 

定义 7.17 给 定 群 二 G, 二 , 子 群 二 有 HH, 二 的 左 陪 集 关系 , 记 作 Cr ,其 定义 为 


Ca: 一 (<a0>|apcEGAOIOaE 万) 
由 此 定义 不 难得 到 : 
aCnw Sa, bEGAb'OaEH 

可 以 指出 , 子 群 过 瓦 ,加 之 的 左 陪 集 关 系 是 群 二 C, 加 之 中 的 一 种 等 价 关 系 。 其 证 明 
如 下 。 

由 于 a !EQa = eEH, 则 aCya, 即 有 自 反 性 。 

车 aCpb, 则 6b-1@a€H， 

于 是 oOb= (OO = 一 (IOamE 万 , 故 2Cua ,因而 满足 对 称 性 。 

车 aCnb 且 bCac; 则 5 ?1a€H 和 c OpE 万 ,所 以 coOa =(c 1©OWDO(b Oa) EH, 
故 有 waCac ,因而 满足 传递 性 。 
显然 , 左 陪 集 关 系 能 把 集合 G 划分 成 等 价 类 。 若 <EG, 则 

[四 = {6 | lbCna} = 人 |<0a>>ECr} 

人 11| oObE 也 )} 
bla Ob=h,h€H} 
{6165= aOh,hn€eH)} 
{aOh|lhn€H}=aH 


其 中 hh = a-!@6。 
可 见 , 由 元 素 a 所 确定 群 G, 二 中 的 五 的 左 障 集 aH 与 子 群 韭 ,二 的 左 陪 集 关 
系 Cn 所 确定 的 等 价 类 [ajc, 是 完全 相同 的 , 即 af = [aje, 。 
对 于 右 障 集 关系 可 类 似 地 讨论 。 
例 7.23 (1) 设 G={e,a,b,c) 是 Klein 4 元 群 , 昌 = 过 a 二 是 G 的 子 群 。 
HH 所 有 的 右 陪 集 是 
He= {eva}= H, Ha= {a'e}=H, Hb= {be}, He = {c,b} 
不 同 的 右 陪 集 只 有 两 个 , 即 H 和 {6,c)。 
(2) 设 A 一 11,2,3) 亡 ,， 户 , …， fs 是 A 上 的 双 射 函数 。 其 中 
= 
f={<1,3> ,<2,2>,<31>}, f={<1,1>,<2,3>;<3,2>} 
fs={<1,2> ,<2,3> ,<3,1>}, fo={<]1,3>,<2,1> ,<3,2>} 
令 G 三 {有 ,fi，…， fs), 则 G 关于 函数 的 复合 运算 构成 群 。 
考虑 G 的 子 群 巨 ={ 及， fs)}。 做 出 互 的 全 体 右 陪 集 如 下 
HA=, es f= HY={ hs fifi}=H 
Hfs={ fi*fss fa° fa}=1{ fs, fos}, Hfs={ frofss f°fs}=1{ fs fs} 
Hfa={ fiofss fe° fo}={ fs fo}, Hfo=t{ 万" 大) 一 (人 fe, fa} 
结论 : Hf1=H fs,H f=HfssH fi=H fo。 


2. 陪 集 的 性 质 


根据 左 陪 集 的 定义 , 左 陪 集 有 下 述 性 质 。 
定理 7.14 设 电 是 群 G 的 子 群 , 则 
(1) He = H; 


(2) Va€E€G 有 a€Ha。 
证 明 : (1) He 二 {helhEH}= {hlihEH}=H, 
(2) 任 取 a€G, 由 a = ea 和 ea€ Ha 得 a€Ha。 
定义 7.18 设 电 是 群 G 的 子 群 , 则 Va.565EG, 有 
a€EHbSOab EHSOHa=Hb 
证 明 : 先 证 a€ Hb 售 ab™1'€H。 
aE HoboSORhEHANa=MW) 
SGMRAEHANab T=) Oa EH 
再 证 a€ Hb 全 Ha= Hb。 
充分 性 。 若 Ha 二 Hb, 由 a€ Ha, 可 知 必 有 a€ Hb。 
必要 性 。 由 a€ Hb, 可 知 存 在 hE€H 使 得 a =hb, 即 5b = 二 hh 1a。 
任 取 ha€ Ha, 则 有 
ha = h(hb) = (hh)b €E Hb 
从 而 得 到 Ha 己 H5b。 反 之 , 任 取 hb€E Hb6, 则 有 
hb = Ca) = (hh )a€ Ha 
从 而 得 到 Hb 忆 Ha。 综合 上 述 , Ha 二 Hb 得 证 。 
定理 7.15 设 瓦 是 群 G 的 子 群 ,在 G 上 定义 二 元 关系 R: 
VabEG, <ab>ERSGab EH 
则 R 是 G 上 的 等 价 关 系 ,和 且 [ajr 王 Ha。 
证 明 : 先 证 明 尺 为 G 上 的 等 价 关 系 。 
自 反 性 。 任 取 a€E€G 有 aa '= e€H 侣 <a,a> ER。 
对 称 性 。 任 取 a,5EG, 则 
Zab>ER=20" E HA E HAa E H>< bia >ER 
传递 性 。 任 取 a,6,cEG, 则 
<ab>ERA<bc>ERb "EHAb EH 
= €E H=<ac>ER 
下 面 证 明 YaE€G,[ajr 二 Ha。 任 取 4bEG， 
bE[LaljkS<ab >ERSGab EE HOHa= Hb SbE Ha 
推论 : 设 电 是 群 G 的 子 群 , 则 
(1) Va,bEG,Ha = Hb 或 HaNHb= 8; 
(2) U{Hala€G} = G。 
证 明 : 由 等 价 类 性 质 可 得 。 
定理 7.16 设 电 是 群 G 的 子 群 , 则 
Va€G, H~aH 
证 明 : 令 fE(aH)? 则 了 (1) 二 ah, 其 中 hE 甩 , 则 是 双 射 。 
满 射 是 显然 的 ,下 面 再 证 它 是 单 射 。 
假定 它 不 是 单 射 , 即 及 关 hs ,上 且 ,hs EH,f(h1) 二 f(hs) ,也 就 是 aOh 二 4@7 , 则 根 
据 群 的 可 约 律 知 hh 二 hs ,这 与 hh 闫 hs 矛盾 。 


7.3.5 拉 格 朗 日 定理 


给 定 一 子 群 H 和 G 内 的 某 一 元 素 a, 则 可 定义 出 一 个 左 陪 集 a 日 ={ah1h€ 互 }。 因 为 
a 为 可 道 的 ,由 g(h) 二 ah 给 出 其 映射 p : H 一 a 为 一 个 双 射 。 并且 ,每 一 个 G 内 的 元 素 
都 恰好 包含 在 一 个 五 的 左 陪 集中 ; 其 左 陪 集 为 对 应 于 等 价 关系 的 等 价 类 ,其 等 价 关系 a 过 
az 当 且 仅 当 ai las 会 在 日 内 。H 的 左 陪 集 的 数目 称 为 H 在 G 内 的 “指数 ”, 并 标记 为 


[G : HJ, 
定理 7.17 ( 拉 格 朗 日 定理 ) 如 果 G 是 一 个 有 限 群 和 互 是 G 一 个 的 子 群 , 则 
二 小 人 @)| 
[G:H]= 1 


其 中 ,1G| 和 | 五 | 分 别 为 G 和 五 的 阶 数 。 特 别 地 ,每 一 个 G 的 子 群 的 阶 数 ( 和 每 一 个 G 内 元 
素 的 阶 数 ) 都 必须 为 |1G| 的 因子 。 右 陪 集 的 类 似 定义 : Ha = {halh€ 昌 )}。 其 也 有 对 应 于 一 
适当 的 等 价 关 系 的 等 价 类 , 且 其 个 数 相等 于 [G: Hj。 

若 对 于 每 个 在 G 内 的 a 满足 a 旦 = Ha, 则 H 称 为 正规 子 群 。 每 一 个 指数 为 2 的 子 群 皆 
为 正规 的 : 左 陪 集 和 右 陪 集 都 简单 地 为 此 子 群 和 其 补 集 。 

例 7.24 证 明 6 阶 群 中 必 含有 3 阶 元 。 

证 明 : 设 G 是 6 阶 群 ,由 拉 格 朗 日 定理 可 知 G 中 的 元 素 只 能 是 1 阶 .2 阶 、3 阶 或 6 
阶 元 。 

车 G 中 含有 6 阶 元 , 设 该 6 阶 元 为 a, 则 a? 是 3 阶 元 。 

若 G 中 不 含 6 阶 元 ,下 面 证 明 G 中 必 含 有 3 阶 元 。 若 不 然 ,G 中 只 含有 1 阶 和 2 阶 元 ， 
即 Ya€EG, 有 a?=e, 可 知 G 是 Abel 群 , 取 G 中 的 两 个 不 同 的 2 阶 元 a 和 4b4, 令 H={e,a,b， 
ab} 易 知 晶 是 G 的 子 群 ,但 | 有 |=4,1G|=6, 与 拉 格 朗 日 定理 矛盾 。 

综 上 所 述 ,6 阶 群 中 必 会 有 3 阶 元 。 


(4 循环 群 与 置换 群 


定义 7.19 集合 的 置换 : 令 X 是 非 空 有 限 集合 ,从 X 到 X 的 双 射 函数 , 称 为 集合 X 中 
的 置换 ,并 称 |X| 为 置换 的 阶 。 

集合 上 的 所 有 置换 ( 双 射 ) 与 复合 运算 ,构成 的 代数 系统 是 一 个 群 , 称 为 对 称 群 。 

由 个 元 素 的 集合 构成 的 所 有 n! 个 阶 置 换 的 集合 5, 与 复合 置换 运算 信 构 成 群 
二 S,, 〇 >, 它 便 是 nn 次 n! 阶 对 称 群 。 

若 QSP.= SI , 则 称 由 Q 和 令 构 成 的 群 <Q, 人 > 为 置换 群 。 

例 7.25 设 G 是 nn 个 字母 的 对 称 群 ,G' 二 {10,1}, 十 是 如 表 7.4 定义 在 G' 上 的 运算 , 易 
知 G' 是 一 个 群 。f: G> G' 定 义 如 下 : 对 于 PEG, 有 

0，p € A,(G 中 所 有 偶 置 换 的 子 群 ) 


1l, pEA, 


一 


表 7.4 G' 上 的 运算 
十 0 
0 0 1 
1 1 0 


那么 ,f 是 一 个 同 态 。 
定义 7.20 集合 X 是 无 限 的 , 令 Tx 表示 所 有 从 集合 X 到 X 的 变换 的 集合 , 它 具有 下 
列 性 质 : 
(VHD(Ve)(f rg ET >"gg°f ET,) 
(VHA(Ve)(Vh)(f gsh€ET > (f°g)°h= f° (go°h)) 
(3idA)(idA ET A (VHD(f ET.>idA .f= f°idA = )) 
(CV DAFET SI MW EBTANMF === 
二 T,,* 二 构成 群 ,在 代数 中 称 为 变换 群 。 置 换 群 是 变换 群 的 特例 。 
定义 7.21 设 p 是 集合 X= {zi,zo，…,z} 上 的 nn 阶 置 换 ,车 p(x) 二 zo p(x) 二 zx，…， 
p(xw-1) 二 zop(z,) 二 Ti, 并 且 XX 中 其 余 元 素 保 持 不 变 , 则 称 p 为 X 上 的 n 阶 轮换 , 记 为 
(ziz2*T,)。 若 n 二 2, 称 pp 为 X 上 的 对 换 。 
由 轮换 的 定义 可 知 ,轮换 中 任何 元 素 均 可 排 在 首位 ,它们 表示 是 同一 个 轮换 ,如 (ziza… 
an) 一 (ZiriHi Zi-1)。 
12345 
例 7.26 令 S={1,2,3,4,5},S 上 的 5 阶 置换 p= (24315] S 上 的 3 阶 轮换 (1 2 4)。 
在 本 节 中 ,将 讨论 群 论 中 两 种 重要 而 又 常见 的 群 : 置换 群 和 循环 群 。 特 别 是 在 研究 群 
的 同 构 群 时 ,置换 群 扮演 着 极为 重要 的 角色 。 


7.4.1 循环 群 


定义 7.22 设 二 G,@ 二 是 群 , 若 雪 EG, 对 VYxEG, 买 EZ, 有 x=at, 则 称 二 G, 扣 二 是 
循环 群 , 记 作 G=<a>> , 称 a 是 群 <G,@ > 的 生成 元 。 
定义 7.23 若 存在 ccEG 使 得 G= 二 a 二 , 则 称 G 是 循环 群 , 称 a 为 G 的 生成 元 。 
根据 生成 元 a 的 阶 ,循环 群 G= 过 wa 二 可 以 分 为 两 类 : n 阶 循环 群 和 无 限 循环 群 。 设 
G 王 二 wx 之 是 循环 群 , 若 是 n 阶 元 , 则 
六 = 
那么 ,1G|=n, 称 G 为 n 阶 循环 群 。 若 a 是 无 限 阶 元 , 则 
和 二 站 可 三 的 人 
称 G 为 无 限 循环 群 。 
例如 ,二 Zz ,十 * 过 是 6 阶 循环 群 ,生成 元 为 1, 而 二 Z, 十 二 是 无 限 循环 群 ,其 生成 元 为 1 
ls 
循环 群 的 生成 元 可 能 不 止 一 个 。 
定理 7.18 设 G= 二 ua 二 是 循环 群 。 
若 G 是 无 限 循环 群 , 则 G 只 有 两 个 生成 元 , 即 a 和 ao 一 。 
车 G 是 n 阶 循环 群 . 则 G 含有 g() 个 生成 元 ,对 于 任何 小 于 nn 且 与 a 互 素 的 自然 数 7， 


必 是 G 的 生成 元 。 


定理 7.19 

(1) 设 G= 二 > 是 循环 群 , 则 G 的 子 群 仍 是 循环 群 ; 

(2) 车 G 二 二 a 二 是 无 限 循环 群 , 则 G 的 子 群 除 {fe} 以 外 都 是 无 限 循环 群 ; 

(3) 着 G 二 二 a 是 n 阶 循环 群 , 则 对 于 的 每 个 正 因 子 d ,G 恰好 含有 一 个 d 阶 子 群 。 

例 7.27 设 G 是 整数 加 群 ,G, 是 模 12 加 群 , 求 出 G, 和 G, 的 所 有 子 群 。 

解 : G; 的 生成 元 为 1 和 一 1, 易 知 1" 二 mw,mEN。 所 以 G 的 子 群 是 mxZ,mEN, 即 
<0>= {0}=0Z 
<m>= {mm|zE€EZ}=m, m>0 

Gs 是 12 阶 循环 群 。12 的 正 因子 是 1,2,3,4,6 和 12, 因 此 Cs 的 子 群 是 : 
<<12>=<0>= {0} ”1 阶 子 群 


<6>= {0,6} 2 阶 子 群 
区 {05436} 3 阶 子 群 
<3>= {0,3,6,9} 4 阶 子 群 
<2>= {0,2,4,6,8,10} 6 阶 子 群 
二 有 区 一 12 阶 子 群 


7.4.2 置换 群 


定义 7.24 设 S={1,2,…,n),S 上 的 任何 双 射 函数 9:S 习 S 称 为 S$ 上 的 n 元 置换 。 
定义 7.25 设 9,0 是 nn 元 置换 ,39,0 的 复合 9°o 也 是 元 置换 , 称 为 9 与 o 的 乘积 , 记 作 90。 
定义 7.26 一 个 置换 群 是 一 个 群 G, 其 元 素 是 一 个 给 定 集 M 的 置换 ,而 其 群 作用 是 G 


中 的 置换 (可 以 看 作 是 从 M 到 自身 的 双 射 ) 的 复合 ; 其 关系 经 常 写作 (G,M)。 注 意 : 所 有 置 
换 的 群 是 对 称 群 ; 置换 群 通常 是 指 对 称 群 的 一 个 子 群 。 


nn 个 元 素 的 荀 换 群 记 为 S,; 若 M 是 任意 有 限 或 无 限 集合 , 则 所 有 M 的 置换 组 成 的 对 称 


和 群 通常 写作 Sym(M) 。 


设 S 关 区 ,1S| 雪 十 c",S 上 的 一 一 变换 被 称 为 置换 。 当 S 上 的 某 些 置换 关于 乘法 运算 


构成 群 时 ,就 称 为 置换 群 。 


若 |S|==n, 设 {n 二 1,2,…,n) ,其 置换 全 体 组 成 的 集合 一 般 表 示 为 5S, ,经 过 nn 次 恒 等 变 


换 的 群 称 为 n 次 对 称 群 。 


例 7.28 写 出 3 次 对 称 群 S; 。 
解 : 设 S=={1,2,3), 于 是 |S;| 二 3!1 一 6, 这 6 个 置换 分 别 是 


加 | ee ee (sn2) bl 
e= 而 一 ， 02z 一 5 ,而 王 而 :一 让 
123 132 213 321 312 231 


其 运算 表 如 表 7. 5 所 示 , 由 此 表 可 知 ,e 为 恒 等 元 。 


表 7.5 例 7.24 置换 表 


© o 0 0 003 Os 
e e a 0z 03 04 05 
0l ol e 04 05 2 03 
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续 表 
e o 0 DL 3 Os 
Ca 0 os os e ol 0 
os og 03 a o: os e 
os os 0 as On e oh 


而 ! os oz! 二 到 本 5 硬 : 需 志 病 O05 


同时 ,mo 一 ax 0201 一 05 。 

所 以 它 是 不 能 交换 的 群 。 这 是 一 个 很 典型 的 6( 含 有 6 个 元 素 ) 阶 的 群 ,经 常 作为 研究 
的 实例 。 

置换 群 到 被 置换 的 元 素 的 应 用 称 为 群 作 用 。 它 在 对 称 性 和 组 合 论 以 及 数学 的 其 他 很 多 
分 支 中 有 应 用 。 


.5 群 的 同 态 与 同 构 


定义 7.27 给 定 群 <CG,@ 之 和 群 二 瑟 ,* 过, 则 
XO SH Ss 
(dg)(g E€E HE A (VaO(VOD ab EG—> g(a0b) = g(a) * g(b))) 
并 称 g 为 从 群 G, 二 到 群 三 及 ,二 的 群 同 态 映 射 。 
群 同 态 有 很 好 的 性 质 , 它 保持 么 元 、 北 元 和 子 群 ,请 看 定理 7.21 和 定理 7. 22。 
定理 7.20 设 g 为 从 群 <G,O 二 到 群 二 互 .* 二 的 群 同 态 映射 , 则 
(1) 若 ecc 和 er 分 别 为 两 群 的 么 元 ,那么 ,g(ec) 王 er。 
(2) 车 a€EG, 那 么 ,g(a 1)==(g(a))!。 
(3) 车 二 S, 二 是 群 二 G, 二 的 子 群 且 g(S)== {g(a)la€S}, 那 么 ,二 g(S),* 二 为 
群 王 五, * 二 的 子 群 。 
定理 7.21 给 定 群 二 G, 汪 > 和 代数 系统 二 有 H, * > , 若 g 是 从 群 <G,@>> 到 到 互 , * > 
的 满 同 态 映 射 , 则 二 玉 , * 二 为 群 。 
同 半 群 , 独 异 点 类 似 ,可 根据 g 是 单 射 \ 满 射 和 双 射 , 群 同 态 分 别称 为 群 单一 同 态 映 射 群 满 
同 态 映 射 和 群 同 构 映 射 。 群 自 同 态 和 群 自 同 构 也 类 似 于 半 群 自 同 态 和 半 群 自 同 构 进 行 定义 。 
例 7.29 给 定 两 个 群 <Z, ,十 ,> 和 <G,X>, 其 中 G = {1, 一 1,i, 一 说 且 疡 i 
们 的 运算 如 表 7.6 和 表 7.7 所 示 。 


表 7.6 例 7.25 运算 十 


从 5 0 1 


wm oo 
ww-~o 
ow- 
~ ow mble 
DM- ow|lw 


表 7.7 例 7.25 运算 X 


试 证 < ,十 , 盖 畦 <G,X>。 


(.6 环 与 域 


在 本 章 前 面 介绍 了 半 群 独 异 点 和 群 ,它们 都 是 具有 一 个 运算 的 代数 结构 ,这 对 于 研究 
简单 的 整数 和 实数 系统 来 说 都 是 不 够 的 。 因 此 ,必须 研究 具有 两 个 运算 的 代数 结构 一 一 环 
和 域 。 环 和 域 均 建立 在 Abel 群 的 基础 之 上 ,Abel 群 在 上 一 节 中 已 经 介绍 过 。 


7.6.1 环 的 概念 与 性 质 


环 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 它 和 群 以 及 半 群 有 着 密切 的 联系 。 

定义 7.28 设 R, 十 ,二 是 代数 系统 ,十 和 “。 是 二 元 运算 ,如 果 满 足下 列 条 件 ， 

(1) 二 R, 十 二 构成 交换 群 ; 

(2) 二 R,， 二 构成 半 群 ; 

(3) ，。 运 算 关 于 十 运算 适合 分 配 律 ; 

则 称 <R, 十 ,。 之 是 一 个 环 。 

为 了 区 分 环 中 的 两 个 运算 ,通常 称 十 为 环 中 的 加 法 ,。 为 环 中 的 乘法 ,把 二 S, 十 之 称 为 
加 法 群 ,二 S,。 二 称 为 乘法 半 群 。 并 且 规 定 , 运 算 的 顺序 是 先 计 算 乘 法 再 计算 加 法 。 

常常 又 因为 环 中 的 乘法 半 群 满足 于 乘法 的 各 种 性 质 ,将 环 冠 以 不 同 的 名 称 。 

定义 7.29 给 定 环 天 R, 十 ,。 二 , 若 一 R,.。 二 是 可 交换 半 群 , 则 称 天 R, 十 ,， 之 是 可 交 
换 环 ; 若 二 R,。 二 是 独 异 点 , 则 称 二 R, 十 ,* 二 是 含 么 环 ; 车 Ya,bER,ab 一 0 过 一 0V0 一 
0, 则 称 R 是 无 零 因子 环 ; 若 二 R,' 二 满足 等 突 律 , 则 称 二 R, 十 ,* 二 是 布尔 环 ; 若 R 既是 
交换 环 、 含 么 环 ,又 是 无 零 因子 环 , 则 称 R 是 整 环 。 

例 7.30 过 Z, 十 ,x* 宇 ,<BR 十 ,* 这 ,过 Q@, 十 ;，* 访 ;之 By 十 ,* 记 ;和 之 C, 十 ,* 汪 等 
都 是 环 。 而 且 除了 <E, 十 ,* 之 之 外 都 是 有 加 法 零 元 ( 数 0) 和 乘法 么 元 ( 数 1) 的 可 交换 含 
么 环 。 这 里 Z,R,Q,E,C 分 别 为 整数 集合 、 实 数 集合 有理数 集合 、 偶 数 集合 和 复数 集合 ,而 
十 和 * 分别 为 普通 意义 下 的 加 法 和 乘法 。 

例 7.31 给 定 二 P(S), 十 ,* 二 ,其 中 PCS) 是 集合 S 的 需 集 ,十 和 =* 分 别 为 一 般 意义 
下 的 加 法 和 乘法 。 

A+B= (A—B)U (B—A) 
A*B=ANB 
这 里 A,BE P(S), 门 和 UU 是 集合 的 交 与 并 运算 。 
不 难 验证 ,二 P(S), 十 , * 二 是 环 ,并 且 是 拥有 加 法 么 元 O 和 乘法 么 元 S 的 可 交换 么 


环 。 通 常 称 该 环 为 子 集 环 。 这 里 仅 给 出 * 对 于 十 是 可 分 配 的 证 明 。 
证 明 : 车 A,B,CEP(S), 则 
A*((BEO= .AN CB UC BY 
=《ANMNB—CU ANGC— BB 
=《ANB— ANOUWANO— aN EB)) 
= (ANMNB)+(ANO 
=AxB+Ax*xC 
所 以 * 对 于 十 是 可 分 配 的 。 
其 他 两 条 留 给 读者 练习 证 明 。 
例 7.32 一 ,十 ,，*，, 记 是 一 个 含 么 可 交换 环 , 其 中 数字 0 是 环 的 零 元 ,数字 1 是 环 的 
么 元 。 
定理 7.22 设 <R, 十 ,* 之 是 环 , 则 
(1) Va€ER,a0=0a=0; 
(2) VabER,(—a)b=a(—b)=—ab; 
(3) Va,b,cER,a(b—e)=ab—ac,(b—c)a=ab—ca。 
例 7.33 在 环 中 计算 (a 二 +b)?,(a 一 6b)?。 
解 : (a 十 6)? = 二 (atb) (atb) (atb) 
= (g++2ab+b) (atb) 
人 十 bd2 tabatbatabtbabtab th 


(a—b)’:=(a—b)(a—b)=a —ba—abtb 


7.6.2 域 的 概念 


域 的 概念 是 环 的 概念 的 延伸 。 

定义 7.30 设 R 是 整 环 , 且 R 中 至 少 含有 两 个 元 素 。 若 Ya€ER" 一 R 一 10), 都 有 
a 1ER, 则 称 R 为 域 。 

定理 7.23 ”给 定 可 交换 环 二 S, 十 , * 二 ,车 三 S 一 {0}, x 二 为 群 , 此 时 称 二 S, 十 , * 二 
为 域 。 

例 7.34 二 R, 十 ,* 二 和 <<Q, 十 ,* 二 都 是 域 ,而 <<Z, 十 , * 二 不 是 域 ,其 中 RQ 和 
分 别 为 实数 集合 有理 数 集合 和 整数 集合 ,十 和 =* 为 一 般 意 义 下 的 加 法 运算 和 乘法 运算 。 

定理 7.24 二 S, 十 ,* 过 为 域 =(Va)(CYb)(e,pESAax0 一 0~(a 一 0V0 一 0))。 

证 明 : 若 “一 0, 定 理 显然 成 立 。 

车 a 闫 0, 由 二 S, 十 , * 之 为 域 可 知 


ES 


b=1x*xb= (al*a)*b=a!*(ax*b) 


axb=0 


SN 


六 三 二 0 一 而 

同 理 , 若 0 甜 0, 则 a==0。 

因此 
axb=0=%=0V6b=0 

由 于 域 是 可 交换 含 么 环 , 而 且 又 知 域 中 没有 零 因 子 ,所 以 域 为 整 环 。 但 反之 不 为 真 , 即 
整 环 未 必 是 域 。 

定理 7.25 给 定 环 < 思 ,十 ,，*,, 则 < ,十 ,,* , 记 是 域 全 为 素数 。 

证 明 : 充分 性 : 假设 为 素数 ,而 二 Z, ,十 ,,* ,过 为 环 , 证 明王 Z,, 十 ,,*, 之 是 域 。 因 
为 二 ,十 ,，* ,二 是 含 么 环 , 故 只 需 证 明 二 ,十 ,，* ,一 中 非 零 元 都 具有 乘法 逆 元 即 可 。 
设 a€E2 ,0 二 a 二 n。 因 为 为 素数 , 则 gcd{a,n) 二 1, 集 合 ,中 于 是 存在 r,sE2, 使 得 

axri+nx*s= 1 
由 此 
axsr =axrit0=axri,n*s=ax*ri+n*s= 1 

即 得 a7!==r, 故 过 ZZ, ,十 ,，* ,二 为 域 。 

必要 性 : 用 反 证 法 证 明 。 假 设 ”不 是 素数 , 则 

n=axb, 0<a<nHBO0<6b<n 
于 是 
ax.b=axb=n=0 

但 是 a 取 0,6 隆 0, 因 此 a 与 5 为 环 二 Z, ,十 ,,*， 盖 的 零 因子 ,通过 定理 7. 12 可 知 , 域 中 
无 零 因子 ,因此 过 Zz ,十 ,, * ,二 不 为 域 ,与 假设 矛盾 。 

综 上 所 述 ,定理 得 证 。 

例 7.35 整数 环 Z .有理数 环 Q .实数 环 R ,复数 环 C 都 是 交换 环 、 含 么 环 、 无 零 因 子 环 
和 整 环 ,其 中 有 理 数 环 Q、 实 数 环 R, 复 数 环 C 是 域 。 

包含 有 限 个 元 素 的 域 称 为 有 限 域 , 它 在 密码 学 中 有 着 重要 的 应 用 。 


(7 群 理论 的 应 用 


7.7.1 群 与 网 络 安全 


下 面 介绍 群 在 计算 机 系统 中 的 一 些 重 要 应 用 ,主要 介绍 群 在 网 络 安全 中 的 应 用 。 

群 在 网 络 安 全 中 有 重要 的 应 用 ,其 中 ,有 限 域 在 密码 学 中 的 地 位 越 来 越 重 要 。 许 多 密码 
算法 都 对 有 限 域 的 性 质 有 很 大 的 依赖 性 。 

在 密码 学 中 ,有 限 域 的 阶 ( 元 素 个 数 ) 必 须 是 一 个 素数 的 寡 p",n 为 正 整 数 。 阶 为 p" 的 
有 限 域 记 为 GF (p") ,GF 代表 伽 罗 瓦 域 ,以 第 一 位 研究 有 限 域 的 数学 家 的 名 字 命名 。 在 此 
要 关注 两 种 特殊 的 情形 : n 二 1 时 的 有 限 域 GF(p) 和 pp 二 2 的 域 GF(2") 。 

给 定 一 个 素数 p ,元素 个 数 为 p 的 有 限 域 GF(p) 被 定义 为 整数 {0 , 1 , … , n 一 1} 的 集 
合 Z, ,其 运算 为 模 p 的 算术 运算 。 在 整数 {1 , 2 ,… , n 一 1} 的 集合 Z, ,在 模 的 算术 运算 
下 ,构成 一 个 交换 环 。Z, 中 的 任 一 整数 有 乘法 逆 元 当 且 仅 当 该 整数 与 ” 互 素 。 当 ”为 素数 ， 


有 ,中 所 有 非 零 整 数 都 与 n 互 素 ,此 时 Z. 中 所 有 非 零 整数 都 有 乘法 逆 元 。 
下 面 介 绍 在 GF(P) 中 求 乘 法 逆 元 。 如 果 gecd(m, 5b) 二 1(gcd: greatest common divisor， 
最 大 公约 数 ) ,那么 5 有 模 m 的 乘法 逆 元 。 对 于 正 整 数 5 二 m, 存 在 6 ' 一 m 使 得 bb 二 
mod m。 求 出 gcd(m, 5) 之 后 , 当 gcd(m, 5) 为 1 时 ,算法 返回 65 的 乘法 逆 元 。 
扩展 的 EUCLID(m, 5) 有 如 下 性 质 。 
(1) A, As, As)<(1, 0; m)s 
(Bis B;s Bi)<(0s 1, b), 
(2) if B;=0 
return As: 一 gcdCm,b); 无 逆 元 。 
Cay 1 Bs=1 


return Bs=gcd(m, b); B,=b ! mod m。 


一 | 村 
(4) Q= 加 。 


(5) (Ti, Ta, Ti)<—(A1—QB, Ai—QB;, As—QB,), 

(6) (Ai, A:, As)—(B,, B,, B,).。 

(7) MBiy Bes Be-(Trs Tos Wis 

(8) goto(2) 。 

注意 到 ,如 果 gcd(m, 0) 一 1, 在 最 后 一 步 将 得 到 B: =0 和 A; 二 1。 因 此 ,在 上 一 步 ， 
Bs=1。 


mB 十 DB， = 也: 
mBi++bB;,=1 
bB, = 1— mB 
bB, = 1(mod m) 


此 时 B, 为 的 模 m 乘法 逆 元 。 
利用 上 面 介绍 的 方法 , 求 550 在 有 限 域 集合 Zz 二 1759 中 的 乘法 逆 元 ( 即 求解 gcd(1759， 
550) 一 1) 。 


7.7.2 和 群 与 纠 错 编 码 


抽象 代数 使 代数 学 由 作为 解 方程 的 科学 转变 为 研究 代数 运算 结构 的 科学 ,其 思想 和 方 
法 对 于 全 部 现代 数学 和 一 些 其 他 科学 领域 都 有 重要 的 影响 ,成 为 包括 计算 机 科学 在 内 的 众 
多 学 科 中 研究 的 基本 工具 。 

抽象 代数 的 理论 和 方法 在 计算 机 的 软 硬 件 设 计 、 通 信 系 统 的 设计 、 形 式 语言 与 自动 机 理 
论 .可 计算 理论 ,数据库 理论 .编码 理论 和 密码 学 等 领域 发 挥 了 重要 的 作用 。 

纠 错 编码 是 群 理论 在 计算 机 科学 中 的 典型 应 用 。 数 据 通信 的 抽象 数学 模型 可 以 表示 成 
如 图 7. 2 所 示 的 最 基本 的 形式 。 

二 进 制 信号 串 X 一 zizz…zw 由 发 送 端 经 信道 传输 至 接收 端 , 如 果 信 道 受到 干扰 或 者 设 
备 发 生 故 障 ,信号 串 在 传输 过 程 中 会 出 错 ,使 得 接收 端 接 收 到 的 信号 串 X 一 ziz2…zs 与 发 
送 端 信和 号 串 不 同 (X 关 XX ,一 ((zi 二 xz1) 人 (xz 二 xl) 人 … 人 (x, 二 zx/)))。 因 此 ,需要 采用 纠 错 


图 7.2 信道 的 抽象 模型 


编码 (Error Correcting Code) 的 方式 提高 信道 的 抗 干扰 能 力 。 

定义 7.31 S, 表示 {0,1)} 上 长 为 n 的 字符 串 的 集合 ,S, 中 每 一 个 长 为 ”的 字符 串 称 为 
一 个 码 字 ,n 称 为 码 长 ,二 进 制 信号 0、1 称 为 码 元 ,S, 的 非 空子 集 构成 一 个 码 。 

通信 系统 最 早 采用 的 检 错 方式 是 奇偶 校 验 码 。 这 种 编码 方式 在 每 一 个 码 字 后 添加 一 个 
奇偶 校 验 位 ,使 每 个 码 字 所 包含 的 1 的 个 数 为 偶数 。 例 如 , 设 Ss 二 {100,01,10,11) ,按照 奇偶 
校 验 码 方式 编码 后 S, 变 为 S$: 一 {000,011,101,110}。 不 难 验 证 ,奇偶 校 验 码 可 检查 出 1 位 
错 ( 接 收 端的 码 字 有 奇数 个 1 , 即 为 出 错 ) 。 巾 于 无 法 确定 出 错 的 位 置 ,奇偶 校 验 码 不 具有 
纠 错 能 力 。 

下 面 介绍 具有 纠 错 能 力 的 编码 方式 ,以 及 编码 纠 错 能 力 的 形式 化 描述 。 

设 S={xi zo*z,|zxiE{0,1),i 二 1,2,…,n} 表 示 长 为 n 的 码 字 的 集合 ,在 非 空 集合 S 
上 定义 二 元 运算 ,VX,YES,X=zi XoeTi9Y 二 1 yoyns 令 2 二 zi zz : 则 

Z= XOY 

对 于 i 二 1,2,… ,nz 二 Xi 十 : yi， 其 中 十 , 表示 模 2 加 法 运算 。 

不 难 验证 ,(S,@) 构 成 一 个 代数 系统 ,并 且 运 算 四 满足 结合 律 , 代 数 系统 的 么 元 e 一 00…0， 
VXES,X ! 二 X。 因 此 ,《S, 〇 ) 构 成 一 个 群 。 

定义 7.32 若 (C,@) 是 群 (S,@) 的 子 群 , 则 称 码 C 是 群 码 。 

定义 7.33 YX.YES,X=m zz 一 yym…wmsX 和 YY 之 间 的 海 明 距 离 
(Hamming Distance) 定 义 为 X 和 Y 中 对 应 码 元 相 异 位 的 个 数 。 使 用 drCX,Y) 表 示 X 和 了 
之 间 的 海 明 距 离 , 则 


da (XY) = > zh 
i=1 


定义 7.34 集合 C 是 集合 S 的 非 空 子 集 , 定 义 C 的 最 小 距离 为 不 同 码 字 之 间 海 明 距离 

的 最 小 值 , 表 示 成 4(C), 则 
d(O) 一 min dn(X,Y) 

码 C 的 最 小 距离 4(C) 能 够 描述 编码 方式 与 纠 错 能 力 之 间 的 关系 。 

定理 7.26 如 果 纠 错 码 C 的 最 小 距离 为 4(C), 则 C 可 检查 二 d(C) 一 1 位 错误 ,可 以 纠 
正 <[ 们 时 一 ] 位 错误 。 

海 明 码 (Hamming Code) 是 由 海 明 (Richard Hamming,1915 一 1998) 于 1950 年 提出 的 
同时 具有 检 错 和 纠 错 能 力 的 一 种 校 验 方法 ,由 于 其 简单 有 效 , 目 前 仍 在 计算 机 技术 和 通信 技 
术 中 有 广泛 的 应 用 。 

海 明 码 也 利用 了 奇偶 校 验 位 的 概念 ,其 基本 原理 是 使 每 一 信息 位 参与 多 个 不 同 的 奇偶 
校 验 ,在 适当 安排 下 ,通过 这 多 个 奇偶 校 验 位 就 可 以 检查 出 代码 传送 中 的 错误 并 自动 纠正 。 
一 般 而 言 , 对 于 长 度 为 n 位 的 代码 ,其 中 应 包括 -个 校 验 位 ,有 效 信息 位 为 z 一 r:r 的 值 应 满 
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足 2' 一 1 宇 n。 

下 面 举 一 个 例子 简单 说 明海 明码 的 原理 。 以 7 位 二 进 制 编码 的 代码 传送 为 例 , 根 据 公 
式 2" 一 1 之 n,n 二 7, 则 有 效 信息 为 4 位 , 校 验 位 为 3 位 。 在 海 明 码 中 ,位 号 数 (1,2,3,…,n) 为 
2: 的 位 数 作为 奇偶 校 验 位 , 即 1,2,2? ,… ,2”! 位 是 奇偶 校 验 位 , 记 作 Ri ,Rs,…,R,。 例 如 , 海 
明码 位 数 4 二 7, 校 验 位 7 二 3, 有 效 信息 位 为 4, 相 应 海 明 码 位 号 表示 为 1,2,…,7, 校 验 位 占 
其 中 第 1.2、4 位 ,有 效 信息 位 为 第 3、5、6、7 位 。 设 有 效 信息 表示 为 z1x2zxsz4, 校 验 位 为 Ri ， 
R; ,R; , 则 其 对 应 的 海 明 码 表示 为 P! P,…P; ,其 中 每 一 位 P; 的 具体 表示 如 表 7. 8 所 示 。 


表 7.8 P; 的 具体 表示 


位 号 001 010 011 100 101 110 111 
编码 值 已 P: P: 下 Ps Ps Pp 
校 验 位 /信息 位 R; R; Xl R; 2 Xs 


每 一 位 有 效 信息 需要 特定 的 两 个 或 两 个 以 上 的 校 验 位 来 校 验 ,这 些 校 验 位 取决 于 这 些 
数据 位 的 位 置 数值 的 二 进 制 表示 , 校 验 位 2 覆盖 了 所 有 数据 位 位 置 序号 的 二 进 制 表示 倒数 
第 i 二 1 位 是 1 的 数据 。 例 如 校 验 位 R, 校 验 第 1.3.5.7 位 , 校 验 位 Rs 校 验 第 2.4、6、7 位 , 校 
验 位 Rs 校 验 第 4、.5、6、7 位 , 则 校 验 码 由 以 下 等 式 计算 : 

Ri! = P: 十 : P; 十 : P， 

R: = P, +sPs 十 : P; 

R; = Ps 二 Ps 十 P; 
校 验 位 Ri 、R, 、R; 应 满足 以 下 校 验方 程 : 


Pi tsPs tsP;s tsP1 =0 C0 
了 P: 十 : P, 十 : Pe tsP;=0 (2) 
Bhs ube tsb = (3) 


上 述 的 7 位 编码 能 够 发 现 并 纠正 单个 错误 。 当 编码 发 生 单个 错误 后 ,不 同 的 字 位 的 错 
误 违反 校 验 位 方程 中 不 同 的 等 式 , 则 可 判定 发 生 错误 。 举 例 来 说 ,如 果 需 要 发 送 的 有 效 信息 
为 0110, 则 可 将 其 编码 为 1100110。 若 传输 过 程 中 出 现 错误 ,接收 端 接收 的 编码 为 
1100111 , 校 验方 程 中 等 式 (1) 等 式 (2) 和 等 式 (3) 均 不 成 立 , 则 可 判定 出 现 错误 。 发 生 错 误 
的 位 数 可 通过 如 下 办 法 确定 : 若 等 式 校 验 通过 , 记 为 0; 不 通过 , 记 为 1。 第 1 组 到 第 3 组 按 
从 右 到 左 的 次 序 排列 所 形成 的 二 进 制 数 就 确定 了 出 错 列 的 位 置 。 由 于 接收 编码 1100111 违 
反 了 3 个 校 验 等 式 , 其 对 应 的 出 错位 置 为 111, 则 表明 第 7 位 编码 出 错 。 

我 们 仅 给 出 了 最 简单 的 情况 。 包 括 海 明 码 在 内 的 整个 编码 学 需要 建立 在 十 分 复杂 且 严 
格 的 数学 理论 基础 之 上 ,尤其 是 抽象 代数 理论 。 


习题 


1. 指出 下 述 各 代数 系统 哪些 是 半 群 ,哪些 是 拟 群 ,并 说 明理 由 。 
G1 < 
(2) < Ks 
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NAA 


(3) SZ;<P(S) ; U>; 

(4) <M,,,(Q) ,+>; 

(5) 所 Z,， 由 > ,由 为 同 余 类 的 加 法 运算 。 

2. 判断 下 列 集合 关于 指定 的 运算 是 否 构成 半 群 , 独 异 点 和 群 。 

(1) a 是 正 实数 ,G={w"|zEZ} ,运算 为 普通 乘法 。 

(2) Q- 为 正 有 理 数 ,运算 为 普通 乘法 。 

(3) Q- 为 正 有 理 数 ,运算 为 普通 加 法 。 

(4) 一 元 实 系数 多 项 式 的 集合 关于 多 项 式 的 乘法 。 

(5) 一 元 实 系数 多 项 式 的 集合 关于 多 项 式 的 加 法 。 

3. 指出 下 列 代数 系统 中 哪些 是 群 ,哪些 是 可 交换 群 , 并 说 明理 由 。 

(1) 二 Z ,四 > ,其 中 四 定义 如 下 : 任意 4a,5EZ,ab==a 十 6 一 2。 

(2) 1 的 nn 次 根 (包含 复 根 与 实 根 ) ,关于 乘法 的 运算 。 

(3) 二 R" ,，* 之 ,其 中 * 定 义 如 下 : 任意 4a,bER, a*b=a’b’, R* 一 R 一 {0} 。 

(4) <F(z)， 十 盖 ,其 中 FGz) 王 {ao 十 az 十 … 十 azulaERi 一 1 32EN) ,十 为 
多 项 式 加 法 运算 。 

(5) <<({ae 十 5V2 aoEQ} ,> 

4. S={as,b;c};* 是 S 上 的 二 元 运算 ,有 目 V x,y€S,x*y=x。 

(1) 证 明 S 关 于 * 运算 构成 半 群 。 

(2) 试 通过 增加 最 少 的 元 素 使 得 S 扩张 成 一 个 独 异 点 。 

5. 给 定 半 群 <S ，* 二 ,a€S, 对 于 S 中 的 任意 元 素 x 和 y, 定 义 二 元 运算 如 下 : x 四 y= 
Tays, 

试 证 : 二 R ,由 > 是 半 群 。 

6. 给 定 代数 结构 二 R, * 二 ,其 中 R 是 实数 集合 ,对 R 中 任意 元 a 和 465, * 定义 如 下 : 
Qx0 一 4 十 0 十 ab。 

试 证 : 二 R ，* 过 是 独 异 点 。 

7. 已 知 二 G, * 过 为 不 可 交换 群 ,证 明 必 存 在 c,pOEG,a 天 0,a 天 ce,0 天 e, 但 ax0 一 DOxa。 

8. 设 S= 二 {1,2,3) ,的 为 模 4 乘法, 即 

Vry €E S,r@y= (ry) mod 4 

问 二 S ,名 二 构成 什么 代数 系统 ( 半 群 , 独 异 点 , 群 )? 并 说 明理 由 。 
9. 给 定 群 <G ,，* 二 , 且 且 ={xla,xEGAxzx*a==a*x}, 试 证 <H ，* 之 是 <G ，* 二 
的 子 群 。 
0. 设 G 为 群 ,a 是 G 中 给 定 元 素 ,a 的 正规 化 子 N (a) 表 示 G 中 与 a 可 交换 的 元 素 构 
成 的 集合 , 即 NCo) 王 (zlzEGAza 一 az)}。 
证 明 N(a) 是 G 的 子 群 。 
1. 设 G=<a,1G|=n, 证 明 : 它 的 任意 子 群 是 循环 群 。 
2. 设 G= 二 wa> 是 15 阶 循环 群 。 
(1) 求 出 G 的 所 有 生成 元 。 
(2) 求 出 G 的 所 有 子 群 。 
3. 下 面 集合 关于 数 的 加 法 十 ,与 乘法 。 是 否 成 环 ? 


(1) {atby5 la,bEZ}; 

(2) {at+b V2+e V3 Nab cEZ); 

(3) 非 负 整数 集 D。 

14. 下 列 系统 是 否 是 环 ,并 说 明理 由 。 

(1) n 阶 方 阵 ,关于 和 矩 阵 的 加 法 与 乘法 。 

(2) 区 间 [ 一 1,1] 上 所 有 实 连 续 函数 ,关于 函数 的 加 法 与 乘法 。 
(3) 二 R, 十 ,。 二 ,R 为 实数 ,十 为 实数 加 法 ,。 定义 为 4,bER,a* 6b 二 lalb。 
5. 给 定 环 <R, 十 ，， 二 , 且 a,b,c,dER, 试 证 : 

(1) (at6b) *» (ct+d)=a* ct+b* cta* di+b* d; 

(2) 若 a。6=6。a==0, 则 (a 十 6)"=a" 十 了。 

6. 设 a 和 4 是 含 么 环 R 中 的 两 个 可 逆 元 ,证 明 : 

(1) 一 a 也 是 可 道 元 , 且 ( 一 a)-!= 一 a !。 

(2) ab 也 是 可 道 元 ,(ab) 1 二 6b Ya !。 

7. 设 R 是 环 , 令 : 


C={rz|xERA Va€ R(xra = ar)} 
C 称 作 R 的 中 心 , 证 明 C 是 R 的 子 环 。 
8. 给 定 域 二 R, 十 ,* 二 ,上 且 SSR,S 定义 为 : 
S= {atby2 |a,b € Q) 
其 中 R,Q 分 别 为 实数 集合 和 有 理 数 集合 。 试 证 : 二 S ,十 ,，， 二 为 <R, 十 ,，… 二 的 


子 域 。 


格 与 布尔 代数 | 


英国 数学 家 布尔 (George Boole,1815 一 1864) 为 了 研究 思维 规律 (逻辑 学 ,数理 逻辑 ) 于 
1847 和 1854 年 提出 的 数学 模型 。 此 后 戴 德 金 (Richard Dedekind,1832 一 1916) 把 它 作为 一 
种 特殊 的 格 。 数 学 家 布尔 由 于 缺乏 物理 背景 ,所 以 研究 缓慢 ,到 了 20 世纪 30 至 40 年 代 才 
有 了 新 的 进展 ,大 约 在 1935 年 ,斯 通 (Marshall Stone,1903 一 1989) 首 先 指出 布尔 代数 与 环 
之 间 有 明确 的 联系 ,他 还 得 出 了 现在 所 谓 的 “斯 通 表 示 定 理 ”: 任意 一 个 布尔 代数 一 定 同 构 
于 某 个 集 上 的 一 个 集 域 ; 任意 一 个 布尔 代数 也 一 定 同 构 于 某 个 拓扑 空间 的 闭 开 代数 等 ,这 
使 布尔 代数 在 理论 上 有 了 一 定 的 发 展 。 布 尔 代 数 在 代数 学 (代数 结构 )、. 逻 辑 演算 、 集 合 论 、 
拓扑 空间 理论 ,测度 论 , 概 率 论 、 泛 函 分 析 等 数学 分 支 中 均 有 应 用 ; 1967 年 后 ,在 数理 逻辑 
的 分 支 之 一 的 公理 化 集合 论 以 及 模型 论 的 理论 研究 中 ,也 起 着 一 定 的 作用 。 近 几 十 年 来 , 布 
尔 代数 在 自动 化 技术 .电子 计算 机 的 逻辑 设计 等 工程 技术 领域 中 有 重要 的 应 用 。 

1835 年 ,20 岁 的 乔治 。 布 尔 开办 了 一 所 私人 授课 学 校 。 为 了 给 学 生 们 开设 必要 的 数学 
课程 ,他 兴趣 浓厚 地 读 起 了 当时 一 些 介绍 数学 知识 的 教科 书 。 不 久 , 他 就 感到 惊讶 ,这 些 东 
西 就 是 数学 吗 ? 实在 令 人 难以 置信 。 于 是 ,这 位 只 受过 初步 数学 训练 的 青年 自学 了 艰深 的 
《天 体力 学 》 和 很 抽象 的 (分 析 力 学 》。 由 于 他 对 代数 关系 的 对 称 和 美 有 很 强 的 感觉 ,在 孤独 
的 研究 中 ,他 首先 发 现 了 不 变量 ,并 把 这 一 成 果 写 成 论文 发 表 。 这 篇 高 质量 的 论文 发 表 后 ， 
布尔 仍然 留 在 小 学 教书 ,但 是 他 开始 和 许多 第 一 流 的 英国 数学 家 交往 或 通信 ,其 中 有 数学 
家 ,人 逻辑 学 家 德 。 摩根 (Augustus De Morgan,1806 一 1871)。 摩 根 在 19 世纪 前 半 叶 卷 人 了 
一 场 著 名 的 争论 ,布尔 知道 摩根 是 对 的 ,于 是 在 1848 年 出 版 了 一 本 薄 薄 的 小 册子 来 为 朋友 
辩护 ,这 本 书 是 他 6 年 后 更 伟大 的 著作 的 预告 。 小 册子 一 问世 ,立即 激 起 了 摩根 的 赞扬 , 肯 
定 他 开辟 了 新 的 、 棘 手 的 研究 科目 。 布 尔 此 时 已 经 在 研究 多 辑 代数 , 即 布尔 代数 。 他 把 逻辑 
简化 成 极为 容易 和 简单 的 一 种 代数 。 在 这 种 代数 中 ,适当 的 材料 上 的 “推理 ”, 成 了 公式 的 初 
等 运算 ,这 些 公式 比 过 去 在 中 学 代数 第 二 年 级 课程 中 所 运用 的 大 多 数 公式 要 简单 得 多 。 这 
样 , 就 使 远 辑 本 身受 数学 的 支配 。 为 了 使 自己 的 研究 工作 趋 于 完善 ,布尔 在 此 后 6 年 的 漫长 
时 间 里 ,又 付出 了 不 同 寻常 的 努力 。1854 年 ,他 发 表 了 《思维 规律 ) 这 部 杰作 ,当时 他 已 
39 岁 ,布尔 代数 问世 了 ,数学 史上 树 起 了 一 座 新 的 里 程 碑 。 几 乎 像 所 有 的 新 生 事物 一 样 , 布 
尔 代数 发 明 后 没有 受到 人 们 的 重视 。 欧 洲 大 陆 著名 的 数学 家 茂 视 地 称 它 为 没有 数学 意义 
的 .哲学 上 稀奇 古怪 的 东西 ,他 们 怀疑 英伦 岛国 的 数学 家 能 在 数学 上 做 出 独特 贡献 。 布 尔 在 
他 的 杰作 出 版 后 不 久 就 去 世 了 。20 世纪 初 ,罗素 (Bertrand Russell,1872 一 1970) 在 《数学 原 
理 ) 中 指出 ,“ 纯 数学 是 布尔 在 一 部 他 称 之 为 (思维 规律 ) 的 著作 中 发 现 的 ”此 说 一 出 ,立刻 引 
起 世人 对 布尔 代数 的 注意 。 今天 ,布尔 发 明 的 逻辑 代数 已 经 发 展 成 为 纯 数学 的 一 个 主要 
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分 支 。 

格 与 布尔 代数 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,它们 与 同样 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 
系统 一 一 环 有 着 完全 不 同 的 性 质 。 格 与 布尔 代数 主要 应 用 于 逻辑 电路 设计 数据 仓库 、 软 件 
形式 方法 等 方面 。 


@.1 格 的 定义 与 性 质 


知识 回顾 ” 偏 序 : 设 RR 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 ,反对 称 的 和 可 传递 

的 , 则 称 R 为 A 上 的 偏 序 关系 ,简称 偏 序 , 记 作 三 。 

一 个 集合 A 和 A 上 的 偏 序 关 系 尺 一 起 叫 作 偏 序 集 , 记 作 二 A,R> 或 <A, 志 二。 

定义 8.1 设 <L, 三 二 是 偏 序 集 ,车 Va,bEL,{a,b} 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 称 
L 关于 偏 序 三 构成 格 , 称 二 L, 三 二 是 格 。 

由 于 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的 唯一 性 ,可 以 把 求 {z,y} 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 看 成 x 与 y 
的 二 元 运算 V 和 信 , 即 zxVy 和 xzA 信 y 分别 表示 z 与 y 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 本 章 中 符 
号 V 与 A 不 再 代表 逻辑 合 取 和 析 取 ,而 是 格 中 的 运算 , 若 使 用 其 合 取 与 析 取 的 性 质 将 会 特别 
提 到 。 

设 f 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 = , ， 宇 ,V 和 人 的 命题 . 令 广 是 将 了 中 的 三 替换 
成 三 , 三 替换 成 二, V 替换 成 人 ,人 替换 成 V 所 得 到 的 命题 , 称 广 为 三 的 对 偶 命 题 。 

例如 , 在 格 中 令 f 是 (aV 5)Ac<ec,f" 是 (ab)V cc。 

格 的 对 偶 原理 ” 设 f 是 含有 格 中 元 素 及 符号 =, 硅 , 宇 , 人 ,V 等 的 命题 。 如 果 f 对 于 
一 切 格 为 真 ,那么 f 的 对 偶 命 题 广 也 对 一 切 格 为 真 。 

定理 8.1 设 <L, 三 放 为 格 , 则 运算 V 和信 满足 交换 律 , 结 合 律 、 等 笑 律 和 吸收 律 。 

证 明 : 设 z==aVb,zx 二 bVa, 所 以 V 满足 交换 律 ; 

设 z=aVpVc,z=ayV(Vc) ,所 以 V 满足 结合 律 ; 

a 二 aV a, 所 以 V 满足 等 守 律 ; 

设 T=aVbVb 二 a Vb, 所 以 V 满足 吸收 律 。 

同 理 可 证 人 满足 交换 律 结合 律 ,等 咯 律 、 吸 收 律 。 

定理 8.2 设 二 S,* ,* 之 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系 
统 , 并 且 * 和 。 运 算 满 足 交换 律 .结合 律 .等 寡 律 和 吸收 律 。 则 
可 以 适当 地 定义 S 中 的 偏 序 关 系 三 ,使 得 二 S, 三 二 构成 一 个 


格 , 且 Va,bES 有 aAb=axb,aVb=a°b。 
定义 8.2 设 <S, x ,。 二 是 含有 两 个 二 元 运算 * 和 。 的 
代数 系统 。 如 果 * 和 。 满 足 交换 律 \ 结 合 律 、 吸 收 律 , 则 <S, * ，， 6 
* 二 构成 一 个 格 。 2 3 


例 8.1 设 n 是正 整数 ,S, 是 n 的 正 因子 的 集合 ,D 为 整 
除 关 系 , 则 偏 序 集 二 S,,D 二 构成 格 。Vzx,y€ES,,xVy 是 1! 1 
lem(z,y), 即 xz 与 y 的 最 小 公 倍 数 。zAy 是 gcdCz:y) 即 工 人 (b) 
与 y 的 最 大 公约 数 。 图 8. 1 给 出 了 <<Ss,D>> 和 <<Se,D> 图 8.1 例 8.1 
格 中 满足 4 条 运算 定律 (定理 8. 1) ,但 等 过 律 可 由 吸收 律 
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hh 


推出 , 故 上 述 定义 只 需 满足 3 条 运算 定律 即 可 。 

例 8.2 判断 下 列 偏 序 集 是 否 构成 格 ,并 说 明理 由 。 

(1) 二 P(B), 忆 二 ,其 中 P(B) 是 集合 B 的 宕 集 。 

(2) <Z, 二 二 ,其 中 是 整数 集 ,三 为 小 于 或 等 于 关系 。 

解 : (1) 是 格 ,Vz,yEP(CB),zVy 就 是 zUy,zAy 就 是 zf 站 >y。 由 于 U 和 站 运算 在 集 
合 PCB) 上 是 封闭 的 ,所 以 zUy,zmvyEPCB), 称 天 P(CB) ,三 > 为 也 的 寡 集 格 。 

(2) 是 格 ,Vz,yEZ,zVvy 一 maxCzyy),zAy = 二 min(Czyy), 它 们 都 是 整数 。 

例 8.3 设 G 是 群 ,L(G) 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 , 即 

L(O)= {HIHS<G} 

对 任意 的 Hi ,HEL(G) ,Hi 几 H; 也 是 G 的 子 群 ,而 二 Hi U 媚 : > 是 由 Hi UH 生成 
的 子 群 。 在 L(G) 上 定义 包含 关系 三 , 则 L(G) 关于 包含 关系 构成 一 个 格 , 称 为 G 的 子 群 格 。 
易 见 在 L(G) 中 ,Hi A Hi 就 是 Hi 人 首 H;,HiV H; 就 是 一 万 U 万 :> 二。 

定理 8.3 设 S 是 格 , 则 Va,b€E5S 均 有 : 

a<bSa AMAb=aSaVb=6b 

证 明 : 因为 S 是 格 , Ya,b5ES,a 二 b,a 与 5 有 下 界 且 最 大 下 界 为 4a, 所 以 a 和 b= 二 a。 同 理 
可 得 aVb=6。 

定义 8.3 设 <S, 人 人,V 二 是 格 ,L 是 S 的 非 空子 集 ,如 果 工 关于 格 中 的 运算 人 和 V 仍 
构成 格 ,那么 L 是 S 的 子 格 。 

例 8.4 设 格 工 如 图 8.2 所 示 。 令 Si=={a,e,f,g} 和 S, 二 
{asb,es,g), 则 Si 不 是 工 的 子 格 S, 是 L 的 子 格 。 因 为 对 e 和 ff， 
有 eAf=c, 但 c&Si。 e f 

定义 8.4 格 的 一 些 基 本 概念 如 下 。 

完全 格 : 若 格 的 每 个 非 空 子 集 均 有 上 下 确 界 , 则 称 其 为 完 
全 格 。 

有 界 格 : 若 格 二 L, 三 二 有 最 小 元 0 和 最 大 元 1, 则 称 此 格 为 d 
有 界 格 。 并 且 记 作 二 L, 二 ,0,1 二 , 显然 完全 格 必然 有 最 小 元 和 
最 大 元 。 但 反之 不 一 定 成 立 。 图 8.2 格 L 

补 元 : 在 有 界 格 二 L, 二 ,0,1 中 ,对 任意 元 素 a€L ,车 存在 
bEL, 并 且 aA5b 二 0,a V5 二 1, 则 称 6 是 a 的 补 元 , 补 元 是 相互 的 ,但 补 元 不 唯一 。 

例 8.5 如 图 8.1(a) 中 所 展示 的 格 就 是 完全 格 。 

例 8.6 如 图 8.1 所 展示 的 两 个 格 均 为 有 界 格 ,图 8.1(b) 虽 是 有 界 格 , 但 不 是 完全 格 。 

例 8.7 设 L 是 格 ,YVa,b,cEL 有 

aVCbAMM<(aVb)A(laVo 
证 明 : 由 a 三 a,b5Ac6b 得 


avV(OAc 和 aaV0 
ayV(Ac 委 avVec 
从 而 有 
avV(GCAc 入 (evbACyVvoc) 
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@.2 分 配 格 .有 补 格 与 布尔 代数 


oo 


定义 8.5 若 格 <L, * ,四 > 中 有 
(Ya)(Y5)CVc)(abc EL >ax(bOe) = (axb) OD (axce)) 
(VaO(VOD(VoO(labc EL>a@B (bc) = (aPD)x (0)) 
则 称 此 格 为 分 配 格 。 
不 难 证 明 , 以 上 两 个 等 式 中 只 要 成 立 一 个 , 另 一 个 也 一 定 成 立 。 
例 8.8 图 8.3 中 哪些 是 分 配 格 ,哪些 不 是 分 配 格 ? 


d e e 
d 
b [3 b d pb b 
计 
a a a a 
Z2 13 Ll 


L4 
图 8.3 例 8.8 图 


L1 和 上 2 是 分 配 格 ,L3 和 ZL4 不 是 分 配 格 。 在 L3 中 ， 
bA(cVd)=bAe=b 
(bAMMV(GANd)=aVa=a 
同时 在 L4 中 ， 
cV(bAd)=cVa=e 
(cVb)A(cVd)=seAd=4d 
称 工 3 为 钻石 格 ,L4 为 五 角 格 。 
定义 8.6 若 有 界 格 L 中 ,每 一 个 元 素 都 有 补 元 , 则 称 工 为 有 补 格 。 
例 8.9 格 L==P(S) 是 有 补 的 。 在 这 种 情况 下 ,L 中 的 每 个 元 素 有 了 唯一 的 补 ,这 一 点 可 
以 直接 观察 到 结果 。 
定义 8.7 如 果 一 个 格 是 有 补 分 配 格 .那么 称 它 为 布尔 格 或 布尔 代数 。 
例 8.10 给 定 二 B, 田 ,@,',0,1 二 ,其 中 B={0,1}, 甸 ,@ 和 的 运算 表 分 别 如 表 8. 1 一 
表 8. 3 所 示 。 
表 8.1 例 8.10 由 运算 表 


(3 0 1 
0 0 
1 1 


表 8.2 例 8.10 办 运算 表 


© 0 
0 0 0 
1 0 全 


表 8.3 例 8.10' 运 算 表 


3 


/ 


0 
1 


1 
0 


不 难 验证 ,B 中 的 元 素 构成 一 个 有 补 分 配 格 , 所 以 是 布尔 代数 。 同 时 ,布尔 代数 也 可 以 


通过 定义 8. 8 进行 定义 。 


定义 8.8 设 二 S,* ,二 是 含有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 若 * 和 。 满 足 如 下 条 件 , 则 


称 二 S, * ,之 是 一 个 布尔 代数 。 
(1) 交换 律 : Ye,oES, 有 
axb=bxa, 


(2) 分 配 律 : Va,b,cES, 有 


a°b=b°a 


ax(b°ce)= (axb)° (axc) 
a° (bxa)= (a°b)*(a° ce) 


(3) 同一 律 : 30,1ES, 使 得 VaES, 有 


a*l=a, a°0=a 
(4) 补 元 律 ， Ya€ S,3a ES 使 得 
Aaa = 0 Wea = 
定义 8.9 设 L 是 格 ,0EL,a€EL, 若 V65bEL 有 a 


0<b<aSb=a 
则 称 a 是 工 中 的 原子 。 


例 8.11 如 图 8.4 所 示 为 一 个 哈 斯 图 ,证 明 如 图 8.4 所 示 的 哈 


斯 图 构成 的 格 不 是 一 个 布尔 代数 。 


证 明 : 元 素 a 和 e 都 是 c 的 补 , 即 它们 两 个 元 素 与 c 都 满足 z V 


zz 一 1,z 人 x 一 0。 但 是 要 求 满足 这 样 的 性 质 的 元 素 在 布尔 代数 中 
是 唯一 的 。 因 此 ,所 给 出 的 格 不 可 能 是 一 个 布尔 代数 。 国 全 人 全 生疏 


6.3 应 用 


布尔 代数 在 数字 电路 设计 中 有 重要 的 应 用 。 在 抽象 代数 中 ,布尔 代数 是 捕获 了 集合 运 
算 和 逻辑 运算 二 者 的 根本 性 质 的 一 个 代数 结构 。 
因为 真 值 可 以 在 逻辑 电路 中 表示 为 二 进 制 数 或 电 平 , 所 以 布尔 代数 在 电子 工程 和 计算 


机 科学 中 同 在 数理 逻辑 中 一 样 有 很 多 实践 应 用 


。 在 电子 工程 领域 专门 化 的 布尔 代数 也 叫 作 


逻辑 代数 ,在 计算 机 科学 领域 专门 化 的 布尔 代数 也 叫 作 布 尔 逻辑 。 
布尔 代数 也 叫 作 布尔 格 。 关 联 于 格 (特殊 的 偏 序 集合 ) 是 在 集合 包含 ASB 和 次 序 “所 
6b 之 间 的 相似 所 预示 的 。 考 虑 {rz,y,x} 的 所 有 子 集 按照 包含 排序 的 格 。 这 个 布尔 格 是 偏 序 


集合 ,在 其 中 {xz} 三 {x,y}。 任 何 两 个 格 的 元 素 ,例如 p == {z,y} 和 9 = {y,z}) ,都 有 一 个 最 


小 上 界 , 这 里 是 {z,y,z}; 和 一 个 最 大 下 界 , 这 里 是 {y}。 这 预示 了 最 小 上 界 ( 并 或 上 确 界 ) 被 
表示 为 同 逻辑 OR 一 样 的 符号 pV g; 而 最 大 下 界 ( 交 或 下 确 界 ) 被 表示 为 同 逻 辑 AND 一 样 
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的 符号 pg。 

在 数字 电路 中 的 布尔 代数 是 一 个 集合 A ,提供 了 两 个 二 元 运算 (逻辑 与 ) (逻辑 或 ) ,一 
个 一 元 运算 (逻辑 非 ) 和 两 个 元 素 0( 逻 辑 假 ) 和 1( 逻 辑 真 ) ,此 外 ,对 于 集合 A 的 所 有 元 素 a， 
2 和 fc, 下 列 公 理 成 立 ， 


aV(Vc=(CVvVbVc aaAGCAc 一 (Ac Ap 结合 律 
aVb=bVa aMb=bMNa 交换 律 
和 ' 于 于， & A Wa 吸收 律 
avV(GAc=(CVDDAGCVc aA(GVO= (aAb)V (a hc 分 配 律 
aV a=1 aMAM7a=0 互补 律 


以 上 公式 中 的 结合 律 、 交 换 律 、 吸 收 律 说 明 布 尔 代数 也 可 以 定义 为 有 补 分 配 格 。 并 且 格 
中 的 最 小 元 素 为 0, 最 大 元 素 为 1, 任 何 元 素 a 的 补 ”a 都 是 唯一 确定 的 。 

数字 电路 设计 过 程 就 是 采用 了 上 述 的 布尔 代数 进行 设计 。 布 尔 运算 对 象 只 有 1 和 0， 
分 别 表示 逻辑 的 真 与 假 ,这 两 个 数值 可 以 对 应 电路 分 析 中 的 开 和 关 、 继 电器 触 点 的 闭合 和 开 
启 、 电 子 电路 电压 的 高 与 低 , 或 正和 负 等 。 因 此 , 它 在 电路 分 析 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

图 8. 5 中 给 出 了 侵 辑 门 电路 表示 的 逻辑 联结 词 。 


P->o >"P 0 二 De 5 Dorvo 
(a) (b) (©) 
图 8.5 逻辑 门 电路 表示 的 逻辑 联结 词 


在 逻辑 电路 的 设计 中 ,首先 根据 实际 的 逻辑 问题 列 出 真 值 表 , 然 后 根据 真 值 表 得 到 相应 
的 逻辑 表达 式 ,进而 利用 图 8. 2 中 的 基本 逻辑 单元 加 以 组 合 ,形成 最 终 的 逻辑 电路 图 。 
例如 在 汽车 报 站 系统 中 ,用 P 表示 汽车 运行 的 方向 (上 行为 0, 下 行 则 为 1), 用 Q 表示 
当前 站 点 ,R 表示 报 站 内 容 , 于 是 汽车 报 站 的 逻辑 表达 式 就 可 以 设计 为 PAQ>R, 对 其 进行 
化 简 表 示 为 PAQ>R= -(PAQ)VR= -RV -QVR。 使 用 门 电路 表示 如 图 8.6 所 示 。 
PP 
2 22 


RMS PVAOVR 
R 


图 8.6 汽车 报 站 的 逻辑 电路 


习题 


1. 设 S 是 所 有 命题 组 成 的 集合 .说明 S 在 什么 运算 下 构成 代数 格 ,在 什么 偏 序 下 构成 
偏 序 格 。 

2. 设 过 L,X ,十 二 是 一 个 格 ,a,6EL, 令 S$=(zl(zEL) A (a 二 x 二 0)), 其 中 二 是 与 
二 L,X ,十 二 等 价 的 偏 序 格 中 的 偏 序 , 证 明 二 S,X ,十 二 是 工 的 子 格 。 

3. 设 DD 是 集合 S 上 的 整除 关系 ,判断 以 下 偏 序 集 是 否 为 格 。 

1 

(2) S1203047538510s12 


3 人 一人 T523455587 39} 
(4) S={2,4,6,12,24,36}。 
4. 证 明 : 4 个 元 素 的 格 <L,X ,十 之 必 同 构 于 格 王 有 ,入 > 或 格 一 Se ,D>。 
5. 试 举 出 满足 下 列 条 件 的 例子 。 
(1) 是 偏 序 集 , 不 是 格 。 
(2) 是 分 配 格 , 不 是 布尔 代数 。 
6. 设 工 是 格 ,a,p,cEL, 且 oo 委 5 委 c, 证 明 : aV b==bAc。 
7. 设 <L, 二 二 是 格 , 任 取 a€L, 令 
S={z|r€LAz<a} 
证 明 : 二 S, 志 二 是 的 子 格 。 
8. 设 二 L, 八 ,V ,0,1 是 有 界 格 ,证 明 YVaE€L, 有 
aNMA0=0, aV0=a, aNMAl=a,; aV1=1 
9. 设 B 是 布尔 代数 ,B 中 的 表达 式 了 是 
(AVICADAcVCGCAc) 
(1) 化 简 f。 
(2) 求 了 的 对 偶 式 了" 。 
0. 设 B 是 布尔 代数 ,Ya,5EB, 证 明 : a<bSaAb 二 0Sa’Vb=1。 
1. 设 B 是 布尔 代数 , 且 ai,as,as，,…,asEB, 证 明 : 
(1) (a Vas Vas VVas) =at Mas Nas A Na,’s 
(2) (ar Mas Mas Ni*e Nas) =at Vas Vas V "Va, 
2. 画 出 下 列 格 。 
(1) 过 Zis, 田 二 的 子 群 格 。 
(2) 3 元 对 称 群 S; 的 子 群 格 。 
3. 设 * 为 集合 S$ 上 可 交换 ,可 结合 的 二 元 运算 ,车 a 和 46 是 S 上 的 关于 * 运算 的 等 宕 
元 ,证 明 a *b 也 是 关于 * 运算 的 等 宕 元 。 
4. 对 于 nn 二 1,2,3,4,5, 给 出 所 有 不 同 构 的 元 格 ,并 说 明 其 中 哪些 是 分 配 格 . 有 补 格 
和 布尔 格 。 


图 的 基本 概念 及 其 矩阵 表示 


图 论 (Graph Theory) 是 数学 的 一 个 分 支 , 它 以 图 为 研究 对 象 。 图 论 中 的 图 是 由 若干 给 
定 的 点 及 连接 两 点 的 线 所 构成 的 图 形 , 这 种 图 形 通常 用 来 描述 某 些 事物 之 问 的 某 种 特定 关 
系 , 用 点 代表 事物 ,用 连接 两 点 的 线 表示 相应 两 个 事物 间 具 有 这 种 关系 。 

图 论 本 身 是 应 用 数学 的 一 部 分 ,因此 ,历史 上 图 论 曾经 被 好 多 位 数学 家 各 自 独 立地 建立 
过 。 关 于 图 论 的 文字 记载 最 早出 现在 欧 拉 1736 年 的 论著 中 ,他 所 考虑 的 原始 问题 有 很 强 的 

图 论 起 源 于 著名 的 柯 尼斯 堡 七 桥 问 题 。 在 柯 尼斯 堡 的 普 莱 格 尔 河上 有 7 座 桥 将 河中 的 
岛 及 岛 与 河岸 连接 起 来 ,如 图 9. 1 所 示 ,其 中 ,acsd 表示 陆地 。 


ec 
© 
> “ 
b 
b 


图 9.1 柯 尼斯 堡 七 桥 问题 


从 4 块 陆地 的 任何 一 块 出 发 ,怎样 通过 且 仅 通过 每 座 桥 一 次 ,最 终 回 到 出 发 地 点 ? 1736 
年 ,瑞士 大 数学 家 列 昂 哈 德 。 欧 拉 (Leonhard Euler) 解 决 了 这 一 问题 ,他 用 了 科学 研究 中 最 
一 般 的 方法 一 一 抽象 。 用 4 个 字母 a,b,c,d 表示 4 块 陆地 ,并 用 7 条 线 表 示 7 座 桥 ,从 而 将 
七 桥 问题 抽象 为 图 的 问题 ,寻找 经 过 图 9. 1 中 每 条 边 仅 一 次 的 回路 ,后 来 人 们 把 有 这 样 回路 
的 图 称 为 欧 拉 图 。 

欧 拉 证 明了 这 个 问题 没有 解 ,并且 推广 了 这 个 问题 ,给 出 了 对 于 一 个 给 定 的 图 可 以 以 某 
种 方式 走 遍 的 判定 法 则 。 这 项 工作 使 欧 拉 成 为 图 论 的 创始 人 。 欧 拉 被 称 为 图 论 之 父 ,1736 
年 也 被 称 为 “图 论 元 年 ”。 

图 是 建立 和 处 理 离散 数学 模型 的 一 种 重要 工具 。 图 论 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 。 许 多 
学 科 ,例如 运筹 学 网络 理论 .控制 论 .化 学 .生物 学 ,物理 学 .社会 科学 .计算 机 科学 等 ,其 中 
凡是 研究 事物 之 间 关 系 的 实际 问题 或 理论 问题 ,都 可 以 通过 建立 图 论 模型 来 解决 。 随 着 计 
算 机 科学 的 发 展 , 图 论 的 应 用 也 越 来 越 广泛 ,同时 图 论 也 得 到 了 充分 的 发 展 。 本 书 将 主要 介 
绍 与 计算 机 科学 关系 密切 的 图 论 的 内 容 。 

图 论 部 分 共 分 为 三 章 : 图 的 基本 概念 及 其 矩阵 表示 、 几 种 图 的 介绍 和 树 。 
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本 章 将 首先 讨论 图 论 中 的 一 些 基 本 概念 ,然后 阐述 图 的 基本 性 质 ,而 后 介绍 图 的 矩阵 表 
示 方 法 。 图 论 是 一 个 十 分 活跃 的 新 兴学 科 , 各 种 新 概念 不 断 涌现 ,名 词 术语 也 不 统一 ,请 读 
者 注意 。 


@.1 图 的 基本 概念 


9.1.1 图 的 定义 及 相关 概念 


图 是 用 于 描述 现实 世界 中 离散 客体 之 间 关 系 的 有 用 工具 。 在 集合 论 中 曾 采 用 图 形 来 表 
示 二 元 关系 ,其 中 ,用 点 来 代表 客体 ,用 一 条 由 点 a 指向 点 5b 的 有 向 线段 来 代表 客体 a 和 1 
之 间 的 二 元 关系 aRb ,这 样 ,集合 上 的 二 元 关系 就 可 以 用 点 的 集合 V 和 有 向 线段 的 集合 EE 
构成 的 二 元 组 (V,E) 来 描述 。 同 样 的 方法 也 可 以 用 来 描述 其 他 的 问题 。 

当 考 查 交 通路 线 时 ,可 以 用 点 来 代表 城市 ,用 线 来 表示 两 城市 间 有 道路 通达 ; 当 研 究 计 
算 机 网 络 时 ,可 以 用 点 来 表示 计算 机 及 终端 ,用 线 表示 它们 之 间 的 信息 传输 通道 。 在 这 种 表 
示 法 中 ,点 的 位 置 及 线 的 长 短 和 形状 都 是 无 关 紧要 的 ,重要 的 是 两 点 之 间 是 否 有 线 相连 。 从 
图 的 这 种 表示 方式 中 可 以 抽象 出 图 的 数学 概念 来 。 

定义 9.1 设 一 个 三 元 组 <V(G) ,BE(G),%> ,其 中 ,V(G) 是 一 个 非 空 的 结 点 集合 ， 
E(G) 是 有 限 的 边 集 合 ,如 果 y 是 从 边 集合 E 到 点 集合 V 的 无 序 偶 映射 , 即 y: E>{{v ,vs})| 
v1EVAvEV), 则 称 G== 过 V,E,y> 为 无 向 图 。 

在 无 向 图 中 ,如 果 y(e) 二 {wi ,vo), 则 称 e 连接 v， 和 w,v 和 ws 既是 e 的 起 点 ,也 是 e 的 
终点 ,也 称 ww 和 w 为 点 邻接 。 如 果 两 条 不 同 的 边 e 和 es 与 同一 个 结 点 连接 , 则 称 e 和 es 
为 边 邻 接 。 

定义 9.2 设 一 个 三 元 组 <V(G) ,BE(G),y> ,其 中 ,V(G) 是 一 个 非 空 的 结 点 集合 ， 
E(G) 是 有 限 的 边 集合 ,如 果 yy 是 从 边 集 合 E 到 点 集合 V 的 有 序 偶 映射 , 即 y:E>VXV, 则 
称 G=<V,E,y> 为 有 向 图 。 

在 有 向 图 中 ,如果 We) 王 过 wm ,v2 记 , 则 称 e 连接 v， 和 vo, 分 别称 和 ws 是 e 的 起 点 和 
终点 ,也 称 v 和 wv 邻接 。 

无 论 是 无 向 图 还 是 有 向 图 ,都 统称 为 图 ,其 中 V 的 元 素 称 为 图 G 的 结 点 ,E 的 元 素 称 为 
图 G 的 边 ,图 G 的 结 点 数目 称 为 图 的 阶 。 

可 以 用 几何 图 形 表示 上 面 定义 的 图 ,用 小 圆圈 表示 结 点 。 在 无 向 图 中 , 若 y(e) 二 {vi， 
vo) ,就 用 连接 结 点 w 和 vw, 的 无 向 线段 表示 边 e。 在 有 向 图 中 ,车 We) 王 二 w ,之 ,就 用 办 
指向 wm 的 有 向 线段 表示 边 e。 

例 9.1 无 向 图 G, 和 有 向 图 G; 分 别 如 图 9.2 和 图 9. 3 所 示 。 在 图 9.2 中 ,e 连接 内 
和 ws,v 和 ws 点 邻接 ,e 和 es 边 邻接 。 在 图 9.3 中 ,ww 和 ww 分 别 是 ei 的 起 点 和 终点 ,us 与 
vl 邻接 。 

定义 9.3 设 图 G==<V.,E,y 记 ,el 和 es 是 G 的 两 条 不 同 的 边 。 

(1) 如 果 与 e 连接 的 两 个 结 点 相同 , 则 称 e 为 自 回 路 或 环 。 

(2) 如 果 y(e1) 二 J(es), 则 称 @ 与 es 平行。 
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Us 


图 9.2 无 向 图 Gi 图 9.3 有 向 图 G; 


(3) 如 果 图 G 没有 自 回 路 ,也 没有 平行 边 , 则 称 G 为 简单 图 。 

(4) 如 果 图 G 没有 自 回 路 ,有 平行 边 , 则 称 G 为 多 重 边 图 。 

(5) 如 果 图 G 既 有 自 回 路 ,又 有 平行 边 , 则 称 G 为 伪 图 。 

注意 : 在 有 向 图 中 ,如 果 两 条 边 连接 的 结 点 相同 ,但 方向 相反 , 则 它们 不 属于 平行 边 。 

例 9.2 中 国 主要 城市 通信 图 如 图 9.4 所 示 。 当 数据 量 很 小 时 ,可 采用 单线 通信 如 
图 9.4(a) 所 示 ; 当 数 据 量 很 大 时 ,两 点 之 间 往 往 要 连接 多 条 线路 ,如 图 9.4(b) 所 示 ; 为 了 诊 
断 本 地 故障 也 可 采用 自 环 连接 ,如 图 9.4(c) 所 示 ; 有 时 数据 可 以 不 是 双向 传输 ,如 沈阳 只 接 
收 数据 不 发 送 数据 ,如 图 9.4(d) 所 示 ( 有 向 图 允许 有 自 环 ); 数据 量 大 时 也 可 采用 多 重 有 向 
图 ,如 图 9.4(e) 所 示 。 
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(c) 伪 图 (d) 有 向 图 
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(e) 多 重 有 向 图 
图 9.4 主要 城市 通信 图 


简单 图 是 一 类 非常 重要 的 图 。 在 某 些 图 论著 作 中 ,将 我 们 定义 的 简单 图 称 为 图 ; 将 多 
许 有 平行 边 的 图 称 为 多 重 边 图 ; 把 我 们 定义 的 图 称 为 伪 图 。 

从 图 的 定义 可 以 看 出 ,图 最 本 质 的 内 容 是 结 点 和 边 的 关联 关系 。 两 个 表面 上 看 起 来 不 
同 的 图 ,可 能 表达 了 相同 的 结 点 和 边 的 关联 关系 。 如 图 9. 5 的 两 个 图 ,不 仅 结 点 和 边 的 数目 
相同 ,而 且 结 点 和 边 的 关联 关系 也 相同 。 为 了 说 明 这 种 现象 ,我 们 引进 两 个 图 同 构 的 概念 。 


(a) (b) 


图 9.5 同 构图 


定义 9.4 设 图 G=<V,E,y> 和 G =<V',E',y 这 ,如果 存在 双 射 f:V>V 和 双 射 
g :EE' ,使 得 对 于 任意 的 eEE,v ,vs EV 都 满足 
{fv), fv)}, 若 Ye) = {vi ,v2} 


< ju),Fu) 二 >， 若 We) = 一 mu 二 
则 称 G 与 G' 同 构 , 记 作 G 宇 G', 并 称 f 和 g 为 G 和 G' 之 间 的 同 构 映射 ,简称 同 构 。 
两 个 同 构 的 图 有 同样 多 的 结 点 和 边 ,并 且 映 射 了 保持 结 点 间 的 邻接 关系 ,映射 g 保持 
边 之 间 的 邻接 关系 。 


9.1.2 结 点 的 度 


我 们 常常 需要 知道 有 多 少 条 边 与 某 一 个 结 点 相关 联 ,由 此 引出 了 十 分 重要 的 概念 : 结 
点 的 度 。 

定义 9.5 设 G=<V,E>。 

(1) 如 果 G 是 无 向 图 ,G 中 与 v 关联 的 边 和 与 v 关联 的 自 回路 的 数目 之 和 称 为 w 的 度 
(Degree) , 记 为 dc(v) 。 

(2) 如 果 G 是 有 向 图 ,G 中 以 v 为 起 点 的 边 的 数目 称 为 v 的 出 度 (Out Degree), 记 为 
cd (v); G 中 以 w 为 终点 的 边 的 数目 称 为 w 的 入 度 (In Degree) , 记 为 dz (wv); wv 的 出 度 与 人 
度 之 和 称 为 v 的 度 (Degree) , 记 为 de(v) ,显然 do(v)==d# (v) 十 da (v)。 

注意 : 在 计算 无 向 图 中 结 点 的 度 时 , 自 回路 要 考虑 两 遍 , 因 为 自 回 路 也 是 边 。 

例 9.3 在 图 9.6 所 示 的 无 向 图 G 中 ,dc(u)=3,dc(um) 一 de(uw) 一 4,dc(u) 一 1， 
dc(u) 王 0。 在 图 9.7 所 示 的 有 向 图 DD 中 ,dB (wi)==d#$ (vw)=d5 (w)==d#$ (vw)==d5 (wv)=2， 
d5 (1)=d5 (%)=1,d# (un)=0。 


ylg(e)) = 


U3 


图 9.6 无 向 图 G 图 9.7 有 向 图 D 


显然 ,每 增加 一 条 边 ,都 使 图 中 所 有 结 点 的 度数 之 和 增加 2。 因 此 ,有 下 面 的 结论 。 

定理 9.1 在 无 向 图 中 ,所 有 结 点 的 度数 之 和 等 于 边 数 的 2 倍 。 

证 明 : 因为 每 条 边 ( 包 括 环 ) 给 图 带 来 两 度 ,车 图 有 m 条 边 , 则 图 共有 2m 度 ,等 于 图 的 
所 有 结 点 的 度数 之 和 。 
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定理 9.2 在 有 向 图 中 ,所 有 结 点 的 度数 之 和 等 于 边 数 的 2 倍 ; 所 有 结 点 的 入 度 之 和 等 
于 所 有 结 点 的 出 度 之 和 ,都 等 于 边 数 。 

证 明 : 因为 每 条 边 ( 包 括 环 ) 给 图 带 来 两 度 (一 个 出 度 和 一 个 人 度 ) ,车 图 有 m 条 边 , 则 图 
共有 2m 度 (m 个 人 度 和 wm 个 出 度 ) ,等 于 图 的 所 有 结 点 的 度数 之 和 。 

例 9.4 在 图 9.6 中， >)de(o) 一 dc(Cu) 十 dc(u) 十 dc(u) 十 dc(w) 十 dc(us) 三 3 十 


DEV 


4 十 4 十 1 十 0 一 12, 而 该 图 有 6 条 边 , 即 结 点 度数 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 在 图 9. 7 中 ， 
> dp(o) =di(w)+ds(w)t+di(vw) i+ds(vw)t+ adsl(v)t+ds(v)t+ads(w)+t+ds (wv) = 


vEV 


2 十 1 十 2 十 2 十 2 十 1 十 0 十 2 = 12, 而 该 图 有 6 条 边 , 即 结 点 度数 之 和 是 边 数 的 2 售 。》)d$(w) 


vEV 


= db(w)+di(vw)t+ds(v)+ds() =2+2+2+0= dv) tds(v)t+ds(v)+ds(v) 
二 1 十 2 十 1 十 2 = 6。 事实 上 这 是 图 的 一 般 性 质 。 

定义 9.6 度数 为 奇数 的 结 点 称 为 奇 结 点 ,度数 为 偶数 的 结 点 称 为 偶 结 点 。 

推论 9.1 任何 图 都 有 偶数 个 奇 结 点 。 

证 明 ; 设 Vi 一 {ulv 为 奇 点 ),V: 一 {zlv 为 偶 点 ), 则 >)d(o) 二 >)d(o) = > d(o) = 


vEVi vEV, vEV 
2m, 因 为 >)d(v) 是 偶数 ,所 以 >)d(v) 也 是 偶数 ,而 Wi 中 每 个 点 v 的 度 d (vw) 均 为 奇数 , 因 
vEV, vEV! 
此 |Vi| 为 偶数 。 


定义 9.7 设 V={vi,v,…,v,} 是 图 G 的 结 点 集 , 称 d(wi),d(v),…,d(v,) 为 G 的 度 
序列 。 如 在 图 9.6 中 , 度 序列 为 3,4,4,1,0; 图 9.7 中 度 序列 是 3,4,3,2。 

定义 9.8 度 为 0 的 结 点 称 为 孤立 结 点 , 度 为 1 的 结 点 称 为 端点 。 

定义 9.9 ”定义 以 下 图 : 

(1) 结 点 都 是 孤立 结 点 的 图 称 为 零 图 ; 

(2) 一 阶 零 图 称 为 平凡 图 ; 

(3) 由 于 个 结 点 wy sv《n 写 3) 以 及 边 {o vo) (oo (ouw) (wyu) 构 
成 的 图 (C,) 称 为 圈 图 ,如 图 9. 8 所 示 ; 


图 9.8 圈 图 


(4) 对 于 三 3 的 圈 图 C, , 当 给 C, 添 加 一 个 结 点 ,并 且 把 这 个 新 结 点 与 C, 里 的 n 个 结 点 
逐个 连接 ,可 以 得 到 轮 图 (W,) ,如 图 9.9 所 示 ; 

(5) 所 有 结 点 的 度 均 为 自然 数 d 的 无 向 图 称 为 d 度 正 则 图 ,如 图 9. 10 所 示 ; 

(6) 设 zE N+ ,如 果 n 阶 简单 无 向 图 G 是 一 1 度 正则 图 , 则 称 G 为 完全 无 向 图 , 记 为 
,如 图 9. 11 所 示 ; 

(7) 设 nE NT ,每 个 结 点 的 出 度 和 入 度 均 为 n 一 1 的 n 阶 简单 有 向 图 称 为 完全 有 向 图 ， 
如 图 9. 12 所 示 。 
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A < < 


图 9.9 轮 图 


人 入 加 


图 9.10 3 度 正则 图 


入 人 家 


图 9.11 1 至 5 阶 完全 无 向 图 


一 从 


图 9.12 1 至 3 阶 完全 有 向 图 


显然 ,完全 无 向 图 的 任意 两 个 不 同 结 点 都 邻接 ,完全 有 向 图 的 任意 两 个 不 同 结 点 之 间 都 
有 一 对 方向 相反 的 有 向 边 相 连接 。 

定理 9.3 nn 个 结 点 的 完全 无 向 图 k, 的 边 数 为 C;。 

证 明 : 因为 在 完全 无 向 图 &, 中 .任意 两 个 结 点 之 间 都 有 边 相 连 , 所 以 个 结 点 中 任 取 
两 个 点 的 组 合 数 为 C* , 故 完全 无 向 图 &, 的 边 数 为 C* 。 

如 果 在 完全 无 向 图 中 ,对 每 条 边 任 意 确定 一 个 方向 ,就 称 该 图 为 n 个 结 点 的 完全 有 
向 图 。 显然, 完全 有 向 图 的 边 数 是 C; 的 2 倍 。 


8.2 子 图 和 图 的 运算 
qq 


在 研究 和 描述 图 的 性 质 时 , 子 图 占有 重要 地 位 。 下 面 首先 引进 子 图 的 概念 ,然后 讨论 图 
的 运算 。 
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9.2.1 子 图 和 补 图 


定义 9.10 设 G=<V,E,J 和 > 和 G =<V ,E' ,y 二 为 图 。 

(1) 如 果 VCV,E'SCE,ySy, 则 称 G' 是 G 的 子 图 , 记 作 GG, 并 称 G 是 G' 的 母 图 。 

(2) 如 果 V'CV,E'CE,yCy, 则 称 G 是 G 的 真子 图 , 记 作 GCCG。 

(3) 如 果 V'=V ,E'SE,y Sy, 则 称 G 是 G 的 生成 子 图 。 

定义 9.11 设 图 G=<V,E,y,V'SV 且 V' 取 如。 以 V' 为 结 点 集合 ,以 起 点 和 终点 
均 在 V 中 的 边 的 全 体 为 边 集合 的 G 的 子 图 , 称 为 由 V 导出 的 G 的 子 图 , 记 为 GLV']。 车 
VCV, 导 出 子 图 G[V 一 V'], 记 为 G 一 V'。 

G 一 V' 是 从 G 中 去 掉 V 中 的 结 点 以 及 与 这 些 结 点 关联 的 边 而 得 到 的 图 G 的 子 图 。 

定义 9.12 设 图 G=<V,E,y>,E'CSE 有 征 E'#@B,V'={v|Iv€EVA (de)(eEE Nv 
与 e 关联 )} 以 V' 为 结 点 集合 ,以 E' 为 边 集合 的 G 的 子 图 称 为 由 E' 导 出 的 子 图 。 

显然 ,从 图 示 看 ,图 G 的 子 图 是 图 G 的 一 部 分 ,G 的 真子 图 的 边 数 比 G 的 边 数 少 ,G 的 
生成 子 图 与 G 有 相同 的 结 点 ,G 的 导出 子 图 G[V ] 是 G 的 以 V' 为 结 点 集合 的 最 大 子 图 。 

例 9.5 在 图 9.13 中 ,图 9.13(b) 是 图 9.13(a) 的 子 图 、 真 子 图 和 生成 子 图 ,图 9.13(c) 
是 图 9.13(a) 的 由 {1,2,3,4} 导 出 的 子 图 。 


2 了 3 

a h 

4 有 5 
(b) 

图 9.13 图 和 子 图 


定义 9.13 设 n 阶 无 向 图 G 二 二 V,E,y 是 nn 阶 完全 无 向 图 &，, 的 生成 子 图 , 则 称 久 一 
EE 为 G 的 补 图 , 记 为 G。 

显然 ,简单 无 向 图 都 有 补 图 ,并 且 一 个 简单 无 向 图 的 每 个 补 图 都 是 同 构 的 。 对 于 任意 两 
个 简单 无 向 图 G, 和 G; ,如 果 G; 是 Gi 的 补 图 ,那么 Gi 也 是 G; 的 补 图 。 例 如 ,在 图 9.14 中 
(a) 和 (b) 互 为 补 图 。 
el tw 


Ul 


Us 


人 4 Us 


国 
避 


.14 互补 的 图 


9.2.2 图 的 运算 


定义 9.14 设 图 G==<V,E,Jy 和 G = 过 V',E',y 放 同 为 无 向 图 或 同 为 有 向 图 。 

(1) 如 果 对 于 任意 eEENE 具有 y(e) 二 y (e), 则 称 G 和 G' 是 可 运算 的 。 

(2) 如 果 VNV’=ENE'’= 多 , 则 称 G 和 G 是 不 相交 的 。 

(3) 如 果 ENE’ = 名 , 则 称 G 和 G’ 是 边 不 相交 的 。 

定义 9.15 设 图 Gl 二 <Vi,E ;内 二 和 Gs 二 之 V;,E; , 妃 二 为 可 运算 的 ， 

(1) 称 以 Vi 站 Vs 为 结 点 集合 ,以 Ei 站 Es 为 边 集合 的 G1 和 G; 的 公共 子 图 为 Cu 和 G， 
的 交 , 记 为 G1 门 G;; 

(2) 称 以 Vi UV 为 结 点 集合 ,以 Ei UE, 为 边 集合 的 G, 和 G; 的 公共 母 图 为 C 和 G， 
的 并 , 记 为 G1UG;; 

(3) 称 以 Vi UV 为 结 点 集合 ,以 EE; 为 边 集合 的 G1 UG 的 子 图 为 G 和 Gs 的 环 
和 , 记 为 G1@DG,. 

例 9.6 在 图 9.15 中 ,(a) 和 (b) 分 别 为 G: 和 G,, 则 图 9.15(c)、(d)、(e) 分 别 是 GiU 
G ,GiNG: 和 GiBG:。 


(0) GIUG, (d) G1NG, (©) GI/OG, 


图 9.15 图 的 交 、 并 和 环 和 


显然 ,并 不 是 任何 两 个 图 都 有 交 、 并 和 环 和 。 


例如 图 9. 16 的 (a) 和 (b) 没 有 交 、 并 和 环 和 ,因为 边 。  。 "a 四 

a 在 图 9.16(a) 中 连接 w 和 也 ,而 在 图 9.16(b) 中 7 es 旨 和 

连接 入 。 这 里 可 理解 为 同一 条 边 不 能 连接 中 Qu, wb 
a) (b) 


两 个 不 同 的 点 ,但 同一 个 点 可 以 连接 两 个 不 同 
的 边 。 

定理 9.4 设 图 Gi 二 <<Vi,Ei, 录 这 和 G, 一 
过 Vi ,Ei ,如 二 为 可 运算 的 。 


9.16 不 可 运算 的 图 
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(1) 如 果 Vi 败 V, 关 多 , 则 存在 唯一 的 Gi 门 G;。 

(2) 存在 唯一 的 G1 UG 和 G1 外 G;。 

证 明 : 不 妨 设 G, 和 G* 同 为 有 向 图 , 若 同 为 无 向 图 也 可 同样 证 明 。 

(1) 定义 y:ENEs 一 (Vi 几 nV;)X(Vi 人 Vs) 为 : 对 任意 的 eE€E Es,y(e)==g(e)= 
各 (e)。 显 然 , 二 (Vi 站 V2), (EN 站 E,),y>=G1 几 Gs。 设 图 G= 之 Vi 八 Vi,E 败 E,,y 和 
G 王 二 WiV: ,Ei 站 E;, 凡 之 均 为 G1 和 Gs 的 交 。 因 为 GSGi ,对 任意 eE 已 门 忆 ,We) 一 
册 (e)。 又 因 GEG ,所 以 对 任意 eEE 门 E,,y (e) 二 J(e)。 这 表明 yy 。 因 此 ,G=G'。 

(2) 定义 y=E1 UE 一 (ViUV;)X(ViUV,) 如 下 。 


ple), eEE, 
yle) = 
nl(e), e EE —E 


显然 ,<ViUVi,EiUE:,J>=GiUG:。 设 G=<ViUVi,EiUE,y> 和 G’=<ViUV;， 
ElUE,,y 放 均 为 G, 和 G@ 的 并 。 因 为 GSG 上 且 G1SG ,所 以 对 任意 eE 已 ,VCe) 一 办 (Ce) 一 
几 (e) ,这 表明 % 一 少 , 因 此 G=G' 。 

对 于 存在 唯一 的 G1 四 Gs 可 同样 证 明 。 

定义 9.16 设 图 G=<V,E,y>,E' SE, 记 <V,E 一 E',y/(E 一 E') 汪 为 G 一 E', 对 任 
意 eEE, 记 G 一 {e) 为 G 一 e。 

G 一 E' 是 从 G 中 去 掉 由 EE 中 的 边 所 得 到 的 G 的 子 图 。 

定义 9.17 设 图 G==<V,E,Jy> 和 G’ = 二 <V',E',y 放 同 为 无 向 图 或 同 为 有 向 图 ,并 且 
边 不 相交 , 记 G 十 G' 为 G 十 Es。 

G 十 包 是 由 G 增加 E' 中 的 边 所 得 到 的 图 ,其 中 yy 指出 E 中 的 边 与 结 点 的 关联 关系 。 

例 9.7 设 图 9.17 中 的 (a) 和 (b) 分 别 为 G 和 G;, 则 图 9.17(c),(d),(e) 分 别 是 (G1U 
G2)— {viv00), (GIUGs)—{g,h},G:+Ey ,其 中 E={g},y ={<g,{v ,vw)>}. 


2 


4O 


(¢) GIU Gs-{vs, ve} 
vl 


(d) GIUG-{g. A (©) Go+Ew 


图 9.17 图 的 运算 
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@.3 路 径 . 回 路 和 连通 性 


计算 机 网 络 中 常见 的 一 个 问题 是 网 络 中 任何 两 台 计算 机 是 否 可 以 通过 计算 机 间 的 信息 
传递 而 使 它们 资源 共享 。 我 们 可 以 用 图 论 的 方法 对 这 个 问题 进行 研究 ,其 中 用 结 点 表示 计 
算 机 ,用 边 表 示 通 信 连 线 , 因 此 ,计算 机 的 信息 资源 共享 问题 就 变 为 图 中 任何 两 个 结 点 之 间 
是 否 都 有 连接 路 径 存 在 问题 。 


9.3.1 路 径 和 回路 


在 图 或 有 向 图 中 ,常常 要 考虑 从 确定 的 结 点 出 发 , 沿 结 点 和 边 连 续 地 移动 而 到 达 另 一 确 
定 的 结 点 的 问题 。 从 这 种 由 结 点 和 边 ( 或 有 向 边 ) 的 序列 的 构成 方式 中 可 以 抽象 出 图 的 路 径 
概念 。 

定义 9.18 设 G= 坪 V,E> 是 图 ,从 图 中 结 点 w 到 ww 的 一 条 路 径 或 通路 是 图 的 一 个 
点 . 边 的 交错 序列 (wetwezvw…w-ievrun) ,其 中 ;二 (vi-1,v;) (或 者 e;= 二 过 v1,v; 记 )(i=1， 
2,…,n)，vo ,vn 分 别称 为 通路 的 起 点 和 终点 ,路 径 中 包含 的 边 数 n 称 为 路 径 的 长 度 , 当 起 点 
和 终点 重合 时 则 称 其 为 闭路 径 , 也 称 回路 。 

在 上 述 定义 路 径 与 回路 中 , 结 点 和 边 不 受 限制 , 即 结 点 和 边 都 可 以 重复 出 现 。 下 面 讨论 
路 径 与 回路 中 结 点 和 边 受 限 的 情况 。 

定义 9.19 ”如果 G==<V,E 中 出 现 的 边 e ,es，…,e, 互 不 相同 , 则 称 该 路 径 为 简单 路 
径 。 闭 的 简单 路 径 称 为 简单 回路 。 如 果 出 现 的 点 vo ,wi ,… ,wv 互 不 相同 , 则 称 该 路 径 是 基 
本 路 径 。 基 本 路 径 中 除了 起 点 和 终点 相同 外 , 若 无 其 他 相同 的 结 点 , 则 称 为 圈 , 也 称 基 本 
回路 。 

例 9.8 在 图 9.18 所 示 的 无 向 图 中 ,vewviesveswviezvsesw 是 路 径 ,但 不 是 简单 路 径 ; 
VIE1 VIE3 U4 C4 U2€5 U4 是 简单 路 径 ,但 不 是 基本 路 径 ; VDIelVIesVeiV2e2VIelVWI 是 闭路 径 , 但 不 是 
简单 闭路 径 。 可 以 看 出 ,如 果 从 路 径 weiwezuweiuw 中 去 掉 闭 路 径 vieiv 就 得 到 基本 路 
径 wetvzezw。 

例 9.9 在 图 9.19 所 示 的 有 向 图 中 ,viesvsesvseruesvs 是 路 径 , 但 不 是 简单 路 径 ; 
viesvae3v2e2vs 是 简单 路 径 ,但 不 是 基本 路 径 。 从 weswesvwezva 中 去 掉 闭 路 径 vsesvs 就 得 
到 基本 路 径 viesvse3v，。 可 以 看 出 ,v 至 vi 存在 多 条 路 径 ,v 至 v 也 存在 多 条 路 径 。 


图 9.18 无 向 图 图 9.19 有 向 图 
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由 路 径 的 定义 知道 ,单独 一 个 结 点 v 也 是 路 径 , 它 是 长 度 为 0 的 基本 路 径 。 因 此 ,任何 
结 点 到 其 自身 总 存在 路 径 。 

在 无 向 图 中 , 若 从 结 点 至 结 点 w” 存在 路 径 , 则 从 v 至 v 必 存 在 路 径 。 而 在 有 向 图 
中 ,从 结 点 至 结 点 w 存在 路 径 , 而 从 vw 至 v 却 不 一 定 存在 路 径 。 

利用 路 径 的 概念 可 以 解决 很 多 问题 ,下 面 是 一 道 智力 游戏 题 。 

例 9. 10 “摆渡 问题 ": 一 个 人 带 有 一 头 狼 、 一 头羊 和 一 捆 白 菜 , 要 从 河 的 左岸 渡 到 右岸 
去 ,河上 仅 有 一 条 小 船 ,而 且 只 有 人 能 划船 ,船上 每 次 只 能 由 人 带 一 件 东西 过 河 , 另 外 ,不 能 
让 狼 和 羊 . 羊 和 白菜 单独 留 下 , 问 怎样 安排 摆渡 过 程 ? 

解 : 河 左岸 允许 出 现 的 情况 有 以 下 10 种 情况 : 人 狼 羊 菜 、 人 狼 羊 、 人 狼 菜 、 人 羊 菜 、 人 
羊 , 狼 荣 、 狼 , 菜 、 羊 及 空 ( 各 物品 已 安全 渡河 )。 把 这 10 种 状态 视 为 10 个 点 , 若 一 种 状态 通 
过 一 次 摆渡 后 变 为 另 一 种 状态 , 则 在 两 种 状态 (点 ) 之 间 画 一 直线 ,得 到 图 9. 20。 

人 狼 羊 菜 ”人 狼 羊 ”人 狼 菜 人 羊 菜 人 羊 


狼 菜 狼 麻 羊 空 
图 9.20 摆渡 问题 
这 样 摆渡 问题 就 转化 成 在 图 中 找 出 以 “人 狼 羊 菜 ” 为 起 点 ,以 “ 空 ” 为 终点 的 简单 路 径 。 


容易 看 出 ,只 有 两 条 简单 路 径 符 合 要 求 , 即 

(1) 人 狼 羊 菜 、 狼 菜 、 人 狼 菜 、 菜 、 人 羊 菜 、 羊 、 人 羊 、 空 ; 

(2) 人 狼 羊 菜 、 狼 菜 、 人 狼 菜 、 儿 、 人 和 狼 羊 . 羊 、 人 羊 、 空 。 

对 于 简单 路 径 (1) 的 安排 为 : 人 带 羊 过 河 ; 人 回来 ; 带 狼 过 河 ; 放下 狼 青 将 羊 带 回 ; 人 
青 带 菜 过 河 ; 人 回来 ; 带 羊 过 河 。 

对 于 简单 路 径 (2) 的 安排 为 : 人 带 羊 过 河 ; 人 回来 ; 带 菜 过 河 ; 放下 菜 青 将 羊 带 回 ; 人 
再 带 狼 过 河 ; 人 回来 ; 带 羊 过 河 。 

上 述 的 两 种 方案 都 是 去 4 次 ` 回 3 次 , 且 不 会 再 有 比 这 更 少 次 数 的 渡河 办 法 了 。 

定理 9.5 设 v 和 w 是 图 G 中 的 结 点 。 如 果 存 在 从 v 至 的 路 径 , 则 存在 从 至 的 
基本 路 径 。 

证 明 : 设 当 从 v 至 v 存 在 长 度 小 于 ; 的 路 径 时 ,从 wv 至 v 必 存 在 基本 路 径 。 如 果 存 在 
路 径 werwi…viewi, 其 中 迟 二 vv 二 v ,并 且 有 i 和 j 满足 0<i<j<<7 自 w;=wj; 则 woerv 
iejyhiviti"…Ui-ie1v1 是 从 v 至 v 的 长 度 为 i 一 j 十 ! 的 路 径 。 根 据 归纳 假设 ,存在 从 wv 至 vw 
的 基本 路 径 。 

由 于 基本 路 径 中 的 结 点 互 不 相同 .显然 有 以 下 定理 成 立 。 

定理 9.6 nn 阶 图 中 的 基本 路 径 的 长 度 小 于 或 等 于 nn 一 1。 

证 明 : 设 po 二 vvi…vs 是 一 条 从 到 vw 的 路 径 , 其 中 vw 二 usvi 二 v。 若 & 记 n 一 1, 则 必 


有 结 点 六 在 bu 中 至 少 出 现 两 次 , 即 p。 中 存在 子 序列 woza…wi(oi 一 了 )。 从 po 中 去 掉 
子 序列 TUiHIViH+2 TUi 二 ,得 到 一 个 新 的 序列 Pi=vVov ViVititl …v: 则 pi 的 长 度 过。 

车 如 三 n 一 1,pi 便 是 所 求 路 径 ; 若 忆 二 2 一 1, 对 户 重复 上 述 讨论 ,可 构造 出 路 径 序 列 
po,P1，…, 每 个 p; 的 长 度 均 小 于 pi;-1 长 度 (i 宇 1)。 由 po 长 度 的 有 限 性 知道 , 必 有 户 , 其 长 
度 小 于 "。 

定理 9.7 设 v 是 图 G 的 任意 结 点 ,G 是 基本 回路 或 基本 有 向 回路 , 当 且 仅 当 G 的 阶 与 
边 数 相等 时 ,在 G 中 存在 这 样 一 条 从 vw 到 vw 的 闭路 径 , 使 得 除了 wv 在 该 闭路 径 中 出 现 两 次 
外 ,其 余 结 点 和 每 条 边 都 在 该 闭路 径 上 恰 出 现 一 次 。 

证 明 : 充分 性 是 显然 的 。 只 证 必要 性 。 

设 G 一 过 V,E,% 一 是 基本 有 向 回路 , 申 基本 有 向 回路 的 定义 和 定理 9. 7 立即 得 出 ,G 的 
阶 与 边 数 相等 。 下 面 对 G 的 阶 使 用 归纳 法 。 

若 G 是 一 阶 基 本 有 向 回路 , 则 G 只 有 一 个 自 圈 , 设 为 e,vev 即 为 满足 要 求 的 闭路 径 。 

设 当 G 是 nn 阶 基本 有 向 回路 时 必要 性 成 立 ,其 中 三 1。 

若 G 是 nn 十 1 阶 基本 有 向 回路 ,由 dé (v) 二 ds (v) 二 1 知 ,存在 vi,wEV 和 es,enr1 EE， 
使 yle)=<v,v > 有 yet)= vv>。 设 egE,y ={<e,<v, ,过 二 >) , 令 G=(G 一 
{90)) 十 {ejy, 则 G 是 n 阶 基本 有 向 回路 。 根据 归 纳 假设 ,在 G' 中 存在 路 径 weaw…w-， 
envnev1， 其 中 ,vs，,…,v, 互 不 相同 ,并 且 V={v,w sv,),E={e1s"**,enti1)。 veivies vo" 
ww-ienvnent10 即 为 G 中 满足 要 求 的 闭路 径 。 

同 理 可 证 G 是 基本 回路 的 情况 。 

定义 9.20 如 果 回 路 (有 向 回路 或 无 向 回路 )C 是 图 G 的 子 图 , 则 称 G 有 回路 (有 向 回 
路 或 无 向 回路 )C。 

下 面 讨论 判断 有 向 图 是 否 有 有 向 回路 的 问题 。 

定理 9.8 如果 有 向 图 G 有 子 图 G 满足 对 于 G “的 任意 结 点 wdtz (v) 二 0, 则 G 有 有 向 
回路 。 

证 明 : 设 G=(V' ,EF ,) ,we "U1en 是 G 中 最 长 的 基本 路 径 。 由 于 d# (w) 二 0， 
必 可 找到 esr1 EE 和 wri EV ,使 verwr…v-iewvnent1ivo+1 是 G 中 的 简单 路 径 , 且 v,+i 一 
vi(0 二 in)。G 的 以 {vi ,vini，… ,wv ) 为 结 点 集合 ,以 {eiy1 ,eit+s，… ,ent1) 为 边 集合 的 子 图 是 
有 向 回路 。 

定理 9.9 如 果 有 向 图 G 有 子 图 G "满足 对 于 G“ 中 的 任意 结 点 wdzeo 二 0, 则 G 有 有 向 
回路 。 

证 明 过 程 与 定理 9. 8 相同 。 

设 v 是 有 向 图 G 的 结 点 ,dt (v) 二 0, 从 G 中 去 掉 w 和 与 之 相关 联 的 边 得 到 有 向 图 G 一 
{v} 的 过 程 , 称 为 ww 过 程 。G 有 有 向 回路 , 当 且 仅 当 G 一 {v} 有 有 向 回路 。 若 nn 阶 有 向 图 G 
没有 有 向 回路 , 则 经 过 nn 一 1 次 w 过 程 得 到 平凡 图 ,否则 至 多 经 过 n 一 1 次 w 过 程 得 到 每 个 
结 点 的 出 度 均 大 于 0 的 有 向 图 。 这 样 ,就 找 出 了 判断 一 个 有 向 图 有 没有 有 向 回路 的 有 效 办 
法 。 当 然 ,也 可 以 把 w 过 程 定义 为 去 掉 入 度 为 0 的 结 点 。 

例 9.11 为 判断 图 9. 21 的 (a) 有 没有 有 向 回路 .我 们 依次 得 到 图 9. 21 的 (b),(c)， 
(d) ,(e),(f),(g)。 由 图 9.21(g) 是 平凡 图 知 图 9.21(a) 没 有 有 向 回路 。 


第 9 章 ”图 的 基本 概念 及 其 矩阵 表示 
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图 9.21 判断 有 向 图 是 否 有 有 向 回路 的 w 过 程 


9.3.2 图 的 连通 性 


在 讨论 图 的 连通 性 之 前 , 先 讨论 图 中 结 点 间 的 可 达 性 或 连通 性 。 

定义 9.21 设 w 和 w, 是 图 G 的 结 点 。 如 果 在 G 中 存在 从 wi 至 vw 的 路 径 , 则 称 在 G 
中 从 wi 可 达 或 ww 和 ws 是 连通 的 ,否则 称 在 G 中 从 wi 不 可 达 w 。 对 于 图 G 的 结 点 v, 用 
R(v) 表 示 从 wv 可 达 的 全 体 结 点 的 集合 。 

在 无 向 图 中 ,车 从 ww 可 达 ww , 则 从 vs 必 可 达 m; 而 在 有 向 图 中 ,从 可 达 vw 不 能 保证 
从 vs 必 可 达 wm 。 无 论 对 于 无 向 图 还 是 有 向 图 ,任何 结 点 到 自身 都 是 可 达 的 。 

例 9.12 在 图 9.22 所 示 的 无 向 图 中 ,存在 路 径 wa vabus ,所 以 ww 可 达 vs,vs 也 可 达 
mm, 从 可 达 的 全 体 结 点 的 集合 Ru ) 一 {wyuyusyuyus)。 

例 9.13 在 图 9.23 所 示 的 有 向 图 中 ,存在 路 径 lc4, 所 以 1 可 达 4。 从 2 可 达 的 全 体 结 
点 的 集合 R(2)= 二 {1,2,3,4}。 


图 9.22 无 向 图 图 9.23 有 向 图 


定义 9.22 设 v 和 w 是 图 G 的 结 点 。 如 果 从 vw 至 vw 是 可 达 的 , 则 在 从 至 vw 的 路 
径 中 ,长 度 最 短 的 称 为 从 v 至 vs 的 测 地 线 , 并 称 该 测 地 线 的 长 度 为 从 vi 至 vw, 的 距离 , 记 作 
d 二 vw ,vs 记 。 如 果 从 vw 不 可 达 wm , 则 称 从 至 wv 的 距离 d 过 vi ,vs 记 为 oo。 
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应 该 说 明 , 对 于 任何 结 点 vi EV 来 说 ,总 是 假定 g<vuw 二 =0, 另 外 ,从 结 点 也 至 也 的 
距离 4<vw,uw 过 具有 下 列 性 质 。 

对 于 任何 结 点 vw ,vj ,ve EV ,都 应 有 

(1) d=<vi,vi>=0; 

(2) d<vi, 二 过 0; 

(3) d<vi ,o>+Fd< yd> dn, >。 

不 等 式 (3) 通 常 称 为 三 角 不 等 式 。 如 果 从 结 点 vi; 到 vw; 是 可 达 的 ,并 且 从 vj 到 w; 也 是 可 
达 的 ,但 是 4<vw ,二 却 不 一 定 等 于 d<v ,wv; 记 ,这 一 点 读者 应 予 注意 。 

例 9.14 在 图 9.24 所 示 的 有 向 图 中 ,d 一 vs ,ww 二 =1,d 一 ,wu 二 =1,d 一 ,四 二 一 1， 
d= ,vs>=2, d<vs ,ve>+d<v ,v0 >>d<v ,>,H d<v,v>Ad<v ,vs > 

定义 9.23 图 G==<V,E,y> 的 直径 定义 为 max(d<v,v 之 )(v,v EV)。 

例 9.15 在 图 9.25 中 ,R(w)=R(v)=R(v)= {vv vsv vs}, RO)= {vv}, 
R(vs)={v},R(v)= {vv)},d(v ,vs)=1,.d(v,v)—=2,d(v ,vs) = . 该 图 的 直径 
为 co 。 


Us 


图 9.24 有 向 图 图 9.25 图 中 结 点 的 可 达 性 


定义 9.24 设 图 G=<V,E,y,W:E>R+ ,其 中 R1+ 是 正 实数 集合 , 则 称 二 G,W 二 为 
加 权 图 。 对 任意 eEE,W(e) 称 为 边 e 的 加 权 长 度 。 路 径 中 所 有 边 的 加 权 长 度 之 和 称 为 该 路 
径 的 加 权 长 度 。 从 结 点 v 至 v 的 路 径 中 ,加 权 长 度 最 小 的 称 为 从 v 至 v 的 最 短路 径 。 若 从 
v 可 达 v, 则 称 从 wv 至 v 的 最 短路 径 的 加 权 长 度 为 从 v 至 v 的 加 权 距 离 ; 车 从 vv 不 可 达 v"， 
则 称 从 vv 至 wv 的 加 权 距 离 为 o。 

在 图 论 的 实际 应 用 中 ,常常 需要 用 到 从 一 结 点 至 另 一 结 点 的 加 权 距 离 。 

图 的 连通 性 分 为 无 向 图 的 连通 性 和 有 向 图 的 连通 性 。 而 且 有 向 图 的 连通 性 要 比 无 向 图 
的 连通 性 复杂 些 。 下 面 讨论 图 的 重要 性 质 一 一 连通 性 。 

定义 9.25 若 无 向 图 G 中 任意 两 个 结 点 都 可 达 的 , 则 称 G 是 连通 的 。 规 定 平凡 图 是 连 
通 的 。 

显然 ,无 向 图 G 一 <V,E,y>> 是 连通 的 , 当 且 仅 当 对 于 任意 vEV,RCu) 一 V。 

由 此 可 知 , 无 向 图 G 中 , 结 点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关 系 。 设 G 为 一 无 向 图 ,R 是 
V(G) 中 结 点 之 间 的 连通 关系 ,由 R 可 将 V(G) 划 分 成 &(k 三 1) 个 等 价 类 , 记 作 Vi,V,,…， 
Vi, 由 它们 导出 的 导出 子 图 GLVi1j],G[LVs],…,G[Vij 称 为 G 的 连通 分 支 (Connected 
Component) ,其 个 数 应 为 w(G) 。 

例 9.16 图 9.26(a) 所 示 为 无 向 连通 图 ,w(G) 二 1。 图 9. 26(b) 为 无 向 非 连 通 图 ， 
w(G)=3。 
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图 9.26 无 向 图 


由 于 可 达 性 的 非 对 称 性 ,有 向 图 的 连通 概念 要 复杂 得 多 ,这 里 需要 用 到 基础 图 的 概念 。 

定义 9.26 设 有 向 图 G 一 一 V,E,y> , 若 略 去 G 中 各 有 向 边 的 方向 后 得 到 无 向 图 D， 
则 称 刀 为 有 向 图 G 的 基础 图 。 

例 9.17 如 图 9.27 所 示 , 有 向 图 9. 27(a) 的 基础 wo 一 ~om W109—— ov 
图 为 无 向 图 9. 27(b) 。 | | FP 

定义 9.27 设 G 是 有 向 图 。 mb bo, a 

(1) 如 果 G 的 基础 图 是 连通 的 , 则 称 G 是 弱 连 
通 的 。 

(2) 如 果 对 于 G 的 任意 两 结 点 , 必 有 一 个 结 点 可 
达 另 一 个 结 点 , 则 称 G 是 单 向 连通 的 。 

(3) 如 果 G 中 任意 两 个 结 点 都 互相 可 达 , 则 称 G 是 强 连通 的 。 

例 9.18 图 9.28 给 出 了 3 个 有 向 图 ,其 中 图 9.28(a) 是 强 连通 的 ,图 9.28(b) 是 单 向 连 
通 的 ,图 9.28(c) 是 弱 连 通 的 。 


(a) (b) 
图 9.27 基础 图 
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图 9.28 有 向 图 的 连通 性 


定义 9.28 设 G 是 G 的 具有 某 种 性 质 的 子 图 ,并 且 对 于 G 的 具有 该 性 质 的 任意 子 图 
G”, 只 要 G'SG", 就 有 G 二 G", 则 称 G' 相 对 于 该 性 质 是 G 的 极 大 子 图 。 

定义 9.29 无 向 图 G 的 极 大 连通 子 图 称 为 G 的 分 支 。 

定义 9.30 设 G 是 有 向 图 。 

(1) G 的 极 大 弱 连 通 子 图 称 为 G 的 弱 分 支 。 

(2) G 的 极 大 单 向 连通 子 图 称 为 G 的 单 向 分 支 。 

(3) G 的 极 大 强 连 通 子 图 称 为 G 的 强 分 支 。 

由 定义 可 直接 得 出 如 下 的 定理 。 

定理 9.10 连通 无 向 图 恰 有 一 个 分 支 。 非 连通 无 向 图 有 一 个 以 上 分 支 。 

定理 9.11 强 连通 ( 单 向 连通 , 弱 连通 ) 有 向 图 恰 有 一 个 强 分 支 ( 单 向 分 支 , 弱 分 支 ); 非 
强 连通 ( 非 单 向 连通 , 非 弱 连通 ) 有 向 图 有 一 个 以 上 强 分 支 ( 单 向 分 支 , 弱 分 支 )。 
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例 9.19 图 9. 29 给 出 的 有 向 图 G 有 5 个 强 分 支 , 即 之 {vi ,vs,vs},{e1,es,es) 志 ， 
{0} ,2>, 达 {v5} ,和 >, 过 {w} ,如 和, 二 {vr ,vs),{er,es) 之 。 可 以 看 出 ,每 个 结 点 恰 处 
于 一 个 强 分 支 中 ,而 边 es ,es ,es 不 在 任何 强 分 支 中 。G 有 3 个 单 向 分 支 , 即 过 {vi yu ww， 
W}{elyezyesyelye5} 二 ,< (wo)(ee}>，<(uyw) (eryes}>。 显 然 ,w 处 于 两 个 单 向 
分 支 中 ,G 只 有 两 个 弱 分 支 ,二 {uwyuwyvuyuwyuyug}j,felyezyesyetyeiyese) 二 ,<({oryus)， 
{er ,es}>。 

定义 9.31 设 G=<V,E 是 一 个 无 向 图 ,v€EV,eEE。 

(1) 如 果 从 图 G 中 删 去 结 点 v( 及 相关 联 的 边 ) 后 得 到 的 子 图 的 连通 分 支 数 多 于 原 图 的 
连通 分 支 数 , 即 w(G 一 刀 二 o(G) , 则 称 ， 是 图 G 的 一 个 割 点 。 

(2) 如 果 从 图 G 中 删 去 一 条 边 e 后 得 到 的 子 图 的 连通 分 支 数 多 于 原 图 的 连通 分 支 数 ， 
即 w(G 一 二 o(G) , 则 称 e 为 图 G 的 一 条 制 边 或 桥 。 

显然 ,从 连通 图 中 删 去 一 个 割 点 或 一 条 割 边 后 得 到 的 子 图 是 不 连通 的 。 

例 9.20 在 图 9. 30 中 ,vw ,wv 是 割 点 ; es ,es 都 是 割 边 。 


关于 割 边 有 如 下 的 定理 。 
定理 9.12 在 图 G 中 *e 是 制 边 , 当 且 仅 当 。 不 在 任何 回路 上 。 
VI @4 V4 6 Vs Us 
Us 全 i i Uy 
e7 @ 
7 NK SA 加 ww 
Uy a Us vs VU Ve © vy 
图 9.29 图 的 分 支 图 9.30 例 9.20 图 


@.4 图 的 矩阵 表示 


一 个 图 可 以 按 定 义 描述 出 来 ,也 可 以 用 图 形 表 示 出 来 ,还 可 以 像 二 元 关系 一 样 ,用 矩阵 
来 表示 。 图 用 和 矩阵 表示 有 很 多 优点 , 既 便 于 利用 代数 知识 研究 图 的 性 质 , 构 造 算法 ,也 便于 
计算 机 处 理 。 

常用 的 图 的 矩阵 表示 有 两 种 形式 : 邻接 矩阵 和 关联 矩阵。 邻接 矩阵 常用 于 研究 图 的 各 
种 路 径 问 题 ; 关联 矩阵 常用 于 研究 子 图 的 问题 。 由 于 和 矩阵 的 行列 有 固定 的 顺序 ,因此 在 
和 矩阵 表示 图 之 前 , 需 将 图 的 结 点 和 边 加 以 编号 ( 定 序 ) ,以 确定 与 矩阵 元 素 的 对 应 关系 。 


9.4.1 邻接 矩阵 


定义 9.32 设 G=<V,E,y 二 是 一 个 简单 有 向 图 ,其 中 的 结 点 集合 V== {vi ,vs，…， 
v,) ,并 且 假 定 各 结 点 已 经 有 了 从 结 点 w 到 wv 的 次 序 。 若 定义 一 个 nXn 的 矩阵 A ,使 得 其 
中 的 元 素 


ls 当 志 Wi EE 
a5 = 《I 
0 当 有 WE 


则 称 这 样 的 矩阵 A 是 图 G 的 邻接 矩阵 。 这 个 定义 也 适用 于 无 向 图 ,只 需 把 其 中 的 有 向 表示 


第 9 章 ”图 的 基本 概念 及 其 矩阵 表示 


换 成 无 向 表示 即 可 。 

起 始 于 结 点 vi 的 各 条 边 ,决定 了 邻接 矩阵 中 的 第 i 行 上 的 元 素 值 。 第 i 行 上 值 为 1 的 
元 素 的 个 数 , 等 于 结 点 v; 的 出 度 ; 第 j 列 上 值 为 1 的 元 素 的 个 数 ,等 于 结 点 wv 的 入 度 。 因 此 
可 以 说 ,一 个 邻接 矩阵 ,完全 定义 了 一 个 简单 有 向 图 。 

例 9.21 在 图 9.31 中 ,给 出 了 一 个 有 向 图 。 首 先 给 各 结 点 安排 好 一 个 次 序 , 例 如 说 是 
myoyusyuyu。 于 是 ,能 够 写 出 有 向 图 的 邻接 矩阵 如 下 : 


mW V3 VU Us Uy 


8 
ooo 


1 
0 
0 
1 


~ Oo 
Sno 


SO nS 


图 9.31 例 9.21 图 


在 矩阵 4 的 第 一 行 上 有 一 个 1, 在 第 一 列 上 有 两 个 1, 因 此 结 点 w 的 出 度 和 入 度 应 分 别 
为 1 和 2。 在 第 二 行 上 有 一 个 1, 在 第 二 列 上 有 三 个 1, 因此 结 点 wm 的 出 度 为 1, 入 度 为 3。 
第 3 行 和 第 3 列 以 及 第 4 行 和 第 4 列 上 1 的 个 数 , 都 和 前 面 的 解释 意义 相同 。 

显然 , 当 改 变 图 的 结 点 编号 顺序 时 ,可 以 得 到 图 的 不 同 的 邻接 矩阵 ,这 相当 于 对 一 个 矩 
阵 进行 相应 行列 的 交换 得 到 新 的 邻接 和 矩阵。 例如 对 图 9. 31 的 结 点 重新 定 序 ,使 wv 与 v; 对 
换 , 则 得 到 新 的 邻接 矩阵 4 。 


给 定 两 个 有 向 图 和 相对 应 的 邻接 矩阵 ,如 果 首 先 在 一 个 图 的 邻接 矩阵 中 交换 一 些 行 , 而 
后 交换 相对 应 的 各 列 ,从 而 由 一 个 图 的 邻接 矩阵 ,能够 求 得 另外 一 个 图 的 邻接 矩阵 , 则 这 样 
的 两 个 有 向 图 ,必定 是 互 为 同 构 的 。 

从 给 定 的 简单 有 向 图 的 邻接 矩阵 中 ,能够 直接 判定 出 它 的 某 些 性 质 。 如 果 有 向 图 是 自 
反 的 , 则 邻接 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 各 元 素 必 定 都 是 1。 如 果 有 向 图 是 反 自 反 的 , 则 邻接 矩阵 
的 主 对 角 线 上 的 各 元 素 必 定 都 是 0。 对 于 对 称 的 有 向 图 来 说 ,其 邻接 矩阵 也 是 对 称 的 ,也 就 
说 ,对 于 所 有 的 i 和 j 而 言 ,都 应 有 ai 二 aj;。 与 此 类 似 , 如 果 给 定 有 向 图 是 反对 称 的 , 则 对 于 
所 有 的 i 和 j (i 关 店 而 言 ,aj 二 1 蕴涵 ai 二 0。 

可 以 把 简单 有 向 图 的 矩阵 表示 的 概念 ,推广 到 简单 无 向 图 、 多 重 边 图 和 加 权 图 中 。 对 于 
简单 无 向 图 来 说 ,这 种 推广 会 给 出 一 个 对 称 的 邻接 矩阵 。 在 多 重 边 图 或 加 权 图 的 情况 下 ,可 


以 令 


ay = Wi, 
其 中 的 wi ,或 者 是 边 二 vi ,wv 记 的 重 数 ,或 者 是 边 过 vi,wv; 的 权重 。 另 外 , 若 <vi ,vj &E， 
则 rw 一 0。 


200 


SA 


在 零 图 的 邻接 矩阵 中 ,所 有 元 素 都 应 该 是 0, 亦 即 其 邻接 矩阵 是 个 零 矩 阵 。 如 果 给 定 图 
中 的 每 个 结 点 上 都 有 闭路 ,而且 又 没有 其 他 的 边 存在 , 则 其 邻接 矩阵 是 个 单位 矩阵 。 

如 果 给 定 的 图 G = <V,E,9> 是 一 个 简单 有 向 图 ,并 且 其 邻接 矩阵 是 4, 则 图 G 的 逆 
图 G 一 的 邻接 矩阵 是 A 的 转 置 47 。 对 于 无 向 图 或 者 对 称 的 有 向 图 来 说 ,应 有 4I 一 4。 

下 面 就 来 定义 矩阵 B 二 AA"。 设 aj; 是 邻接 矩阵 A 中 的 第 i 行 和 第 j 列 (i,j) 上 的 元 素 ， 
b; 是 矩阵 B 中 的 第 i 行 和 第 j 列 (i,j) 上 的 元 素 。 于 是 ,对 于 i,j 二 1,2,3,…,n 来 说 ,有 


bi = 了 (2) 
=1 
式 中 ,ax ax 二 1, 当 且 仅 当 a 和 aj 都 为 1; 否则 , 必 有 ai ax 二 0。 符 号 >) 是 普通 的 求 和 。 
由 此 可 知 ,如 果 边 过 vi ,wj 记 EE, 则 有 ai 二 1; 如 果 边 二 ww 二 E 已 , 则 有 ax 二 1。 对 于 某 一 
个 确定 的 & 来 说 ,如 果 二 vi,v 宝 和 二 vj ,wv 记 都 是 给 定 图 的 边 , 则 在 表示 45 的 求 和 表达 式 
(2) 中 ,应 该 引入 基 值 1。 从 结 点 v; 和 wj 二 者 引出 的 边 ,如 果 能 共同 终止 于 一 些 结 点 的 话 , 那 
么 这 样 的 一 些 结 点 的 数目 ,就 是 元 素 必 的 值 。 
例 9.22 对 于 例 9. 21 中 的 图 9. 31 来 说 , 选 定 邻 接 矩 阵 4。 根 据 第 4 章 中 关于 关系 矩 
阵 转 置 的 定义 ,由 邻接 矩阵 4 能 容易 地 求 得 4I。 根 据 上 面 给 出 的 定义 ,也 能 够 求 出 矩阵 
AAT ,结果 如 下 。 


Ul Wu Us Us Us Ul v2 Us Us Us 
贡 Wi 吉 和 加 风 ym WD 
| 风向 wl W 1T 0 1 
A= ，47 一 
友和 wo 1 td 0 6 
ml HF vd 0 TH I 0 DB 加 
wl1i 1 0 1 0 wl 力 六 0 
i 
Lo 0) 
AAT=|1 0 3 702 
闪闪 号 症 贡 
0 


另外 ,对 于 图 9. 31, 试 选 定 一 3 和 jj 一 5。 从 结 点 vs 和 vs 所 引出 的 边 , 能 够 共同 终止 于 
结 点 v。 和 wv。 因为 这 样 的 结 点 有 vs ,wv 两 个 ,所 以 在 矩阵 AA4” 中 的 第 3 行 和 第 5 列 上 的 元 
素 bss 二 2。 对 于 公式 (2) 来 说 ,如 果 有 i 二 j, 则 能 够 得 出 


太 := Ss (3) 
如 果 a 二 1, 也 就 是 说 ,如 果 边 二 vi,w 二 EE, 则 必定 有 ah 二 1。 不 难看 出 ,矩阵 447 
中 的 主 对 角 线 上 的 元 素 5 的 值 ,就 是 各 结 点 v; 的 出 度 。 下 面 再 来 定义 矩阵 C 二 A"A。 设 as 
是 邻接 矩阵 4 中 的 (i, 站 元 素 ; cr 是 矩阵 C 中 的 (i, 站 元 素 。 于 是 ,对 于 i 二 1,2,3,…,n 来 
说 ,有 
Ci 一 Sn (4) 
式 中 ,awaw 二 1, 当 且 仅 当 ai: 和 a 都 为 1。 
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如 果 边 二 wu 盖 E 巨 , 则 有 几 王 1; 如 果 边 二 w, 忆 二 和 下 , 则 有 aw 二 1。 对 于 某 一 个 确 
定 的 & 来 说 ,如 果 < 志 wu 二 都 是 给 定 图 的 边 , 则 在 式 (4) 中 应 引入 基 值 1。 从 图 中 的 一 些 点 
所 引出 的 边 ,如 果 能 够 同时 终止 于 结 点 w 和 wj 的 话 , 那 么 这 样 的 一 些 结 点 的 数目 ,就 是 元 素 


必 的 值 。 
例 9.23 对 于 例 9. 21 中 的 图 9. 31 来 说 ,根据 上 述 的 定义 能 够 求 得 
2 
Li 和 
ATA=|0 0 100 
| 
| 


试 选 定 ;一 2 和 j 二 4。 从 结 点 vs 和 vs 引出 的 边 ,能 够 同时 终止 于 结 点 这 和 ww 。 因 此 ,在 和 矩 
阵 474 的 第 二 行 和 第 4 列 上 的 元 素 cx 一 2。 
对 于 式 (4) 来 说 ,如 果 有 二 j, 则 能 够 得 出 


Gi = De (5) 
如 果 au 三 1, 也 就 是 说 ,如 果 边 二 wu 二 GE 已 , 则 必 有 吹 王 1。 不 难看 出 ,矩阵 474 中 的 
主 对 角 线 上 的 各 元 素 C; 的 值 ,就 是 各 结 点 v; 的 人 度 。 
对 于 "一 2,3,4,… 来 说 ,考察 邻接 矩阵 4 的 宕 4A" 可 知 ,邻接 矩阵 4 中 的 第 i 行 和 第 j 
列 上 的 元 素 值 1, 说 明了 图 G 中 存在 一 条 边 二 vi ,二 ,也 就 是 说 ,存在 一 条 从 结 点 雯 到 共 长 
度 为 1 的 路 径 。 试 定义 矩阵 4? ,使 得 A? 中 的 各 元 素 wy 为 


a 一 Saiay (6) 
k=1 
式 中 ,a 和 a 都 等 于 1, 当 且 仅 当 过 vi ,wi 宝 和 二 vi,wv 记 都 是 图 G 的 边 ,并 且 对 于 任何 确定 
的 &, 有 ax 一 1; 否则 ,axay 二 0。 每 一 个 这 样 的 & 都 会 给 求 和 公式 (6) 引 入 基 值 1。 然 后 ， 
边 二 ww 二 和 到 ww ,vj 记 的 同时 存在 ,意味 着 图 G 中 有 一 条 从 结 点 w 到 wj 长 度 为 2 的 路 径 。 
因此 ,元 素 值 ur 等 于 从 w; 到 wj 长 度 为 2 的 不 同 路 径 的 数目 。 显 然 ,矩阵 4: 中 主 对 角 线 上 的 
元 素 wz 的 值 , 表 示 了 结 点 vi(i 二 1,2,3,…,n) 上 长 度 为 2 的 循环 的 个 数 。 不 难 推断 ,矩阵 4 
中 的 (i, 站 元 素 值 ,表示 了 从 v; 到 wj 长 度 恰 为 3 的 路 径 数目 等 。 
例 9.24 对 于 例 9. 21 中 的 图 9. 31 来 说 ,根据 上 述 的 定义 能 够 求 得 


全 i a 
而 让 大 下 2 i i 
二 | 名 ly | 
六 下 而 LE 
jE Lo -i 
| [十 划 - 赴 计 天 | 
二 汪汪 了 2 
| | 
1 0 2 We Wk 
分 ` 涝 | 安 流 | | 5 六 六 多 | 


从 这 些 矩 阵 可 以 知道 图 9. 31 中 存在 两 条 从 vs 到 v 的 长 度 为 2 的 有 向 路 径 ,不 存在 从 
wv 到 自身 的 长 度 为 2 或 3 的 有 向 回路 ,但 是 存在 从 v 到 自身 的 两 条 长 度 为 4 的 有 向 回路 和 
一 条 长 度 为 5 的 有 向 回路 等 。 

定理 9.13 设 G==<V,E,y 是 一 个 n 阶 简单 有 向 图 ,4 是 G 的 邻接 矩阵 。 对 于 mm 二 
1,2,3,… 来 说 ,矩阵 4" 中 的 (7 元 素 的 值 , 等 于 从 到 wj 长 度 为 m 的 路 径 数目 。 

证 明 : 对 于 m 进行 归纳 证 明 。 当 m 二 1 时 ,由 邻接 矩阵 A 的 定义 中 能 够 得 到 A' 二 A。 设 
和 矩阵 和 中 的 =i,j 一 元 素 值 是 必 , 且 对 于 m 二 让 来 说 结论 为 真 。 因 为 A'1 二 A*A ,所 以 应 有 

at = Ss 大 号 
k=1 
式 中 ,ahaw 是 从 结 点 v; 出 发 ,经 过 结 点 vi 到 wj 的 长 度 为 & 十 1 的 各 条 路 径 的 数目 。 这 里 v 
是 倒数 第 二 个 结 点 。 因 此 ,aj; 应 是 从 结 点 wv; 出 发 ,经 过 任意 的 倒数 第 二 个 结 点 到 wv; 的 长 度 
为 k 十 1 的 路 径 总 数 。 因 此 ,对 于 = & 十 1, 定 理 成 立 。 

例 9.25 重新 考察 例 9. 24 中 的 邻接 矩阵 4 的 寡人 2 ,4A: ,A: 和 A:。 由 图 9. 31 不 难看 
出 ,从 结 点 wm 到 w 有 一 条 长 度 为 2 的 路 径 , 因 此 在 矩阵 A? 中 的 第 一 行 和 第 3 列 上 ,其 值 为 
1。 与 此 类 似 , 从 结 点 vw, 到 w 有 一 条 长 度 为 5 的 路 径 。 因 此 ,在 矩阵 竺 中 的 第 一 行 和 第 3 
列 上 ,其 值 也 为 1 。 

推论 9.2 设 A 是 简单 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 , 令 洗 一 (多 )uxw 之 1, 则 使 < 多 过 0 的 最 
小 上 值 , 正 是 wv 到 wj 的 距离 d (vi ,wj)。 

证 明 : 由 v 史 的 定义 即 可 得 出 。 

推论 9.3 设 A 是 n 阶 简单 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 ,4 一 (oo 史 )x 则 对 1kn 一 1， 
aP 二 0 恒 成 立 (i 关 门 当 且 仅 当 从 ww 到 wv 是 不 可 达 的 。 

证 明 : 若 从 vw 到 wj; 可 达 , 则 必 存 在 一 条 长 度 不 超过 n 一 1 的 有 向 基本 路 径 , 从 而 存在 
1<l<n 一 1, 使 a 二 0, 这 与 a 轨 二 0 矛盾 。 因 此 ,从 wi 到 w 是 不 可 达 的 。 反 之 , 若 vi 到 wj 
是 不 可 达 的 , 则 对 任何 &,a 史 一 0。 

推论 9.4 令 A*==(a 央 ),x,, 则 存在 t,s 使 a 二 0 和 wo 多 二 0 当 且 仅 当 G 中 有 一 条 包含 
vi 和 wj 的 有 向 回路 。 

证 明 : 当 a 多 >0,a 多 0 时 ,说 明 由 wi 到 vw 有 一 条 长 度 为 上 的 有 向 路 径 , 由 vi 到 wv 有 
一 条 长 度 为 * 的 有 向 路 径 ,因此 存在 一 条 包含 v; 和 了 的 长 度 为 * 十 上 的 有 向 闭路 径 , 由 此 又 
可 以 构造 出 包含 v 和 了 的 有 向 回路 。 反 之 ,车 存在 包含 w 和 w; 的 有 向 回路 ,显然 必 有 +t 和 
s: 使 a 之 0 和 a 二 0。 

定理 9. 13 及 其 推论 对 于 无 向 图 也 同样 有 效 。 特 别 地 , 若 
无 向 图 的 邻接 和 矩阵 满足 推论 9. 2 的 条 件 , 则 这 个 无 向 图 必定 不 


是 连通 图 。 

例 9.26 给 定 一 个 简单 有 向 图 G 王 <V,E,y> ,如 图 9.32 
所 示 , 其 中 的 结 点 集合 V 一 {u ,wwmyu}。 试 求 出 图 G 的 邻 “ 人 到 
接 和 矩阵 4 和 A 的 寡人 ,4 ,4 。 图 9.32 例 9.26 图 


解 : 所 要 求 得 到 的 矩阵 如 下 : 
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让 而 邓 祝 入 入 六 潮 
A 六 一 | 下 下 半 
(本 ,| 0 Wr 0 
bd a | 
本 ,时 :法 时 
ihe 
0 条 砚 汉 呈 苏 . 开 区 
0 人 i 总 0 加 0) 攻 


从 这 些 和 矩阵 中 能 够 得 到 一 些 结论 。 例 如 ,从 结 点 到 vw, ,有 3 条 长 度 为 4 的 路 径 。 从 
点 vw 到 vw 的 距离 4<w ,ww 二 =1。 图 G 中 没有 长 度 为 3 的 闭路 。 


9.4.2 可 达 性 矩阵 


在 许多 实际 问题 中 ,常常 要 判断 从 有 向 图 的 一 个 结 点 w 到 另 一 个 结 点 w 是 否 存在 路 
径 的 问题 。 对 于 有 向 图 中 的 任何 两 个 结 点 之 间 的 可 达 性 ,也 可 用 和 矩阵 表示 。 
一 个 简单 有 向 图 G 二 <V,E,y, 并 且 设 结 点 vi,v;EV。 可 知 ,由 图 G 的 邻接 矩阵 
A 能 够 直接 确定 G 中 是 否 存 在 一 条 从 wv; 到 wj 的 边 。 设 kEN? ,由 矩阵 A* 能 够 求 得 从 结 点 
vi 到 wj 长 度 为 & 的 路 径 数目 。 试 构成 矩阵 
Bi 一 A 十 4 十 … 十 4A，A 过 1 (8) 
由 Bi 的 元 素 史 就 可 以 确定 从 w 到 局 的 长 度 不 超过 k& 的 有 向 路 径 的 数目 。 如 果 我 们 
只 关心 在 G 中 是 否 w 可 达 wj, 而 不 关心 究竟 通过 多 少 条 有 向 路 径 可 达 , 那 么 ,只 需要 考察 
B 所 有 元 素 ! 史 是 否 等 于 0 就 行 了 。 从 推论 9. 2 知道 ,从 vw; 到 不 可 达 当 且 仅 当 0 吕 三 0。 
因此 ,B, 的 元 素 0 久 等 于 0 与 否 就 告诉 了 v 不 可 达 或 可 达 v 的 信息 。 由 定理 9.6 可 知 ， 
n 阶 图 中 的 基本 路 径 的 长 度 小 于 或 等 于 一 1, 所 以 实际 计算 中 和 抢 阵 的 索 只 算 到 ”一 1 次 
即 可 。 
定义 9.33 ”给 定 一 个 简单 有 向 图 G== 过 V,E,y>, 其 中 V={vi ,vo，…,v,) ,并 且 假 定 G 
中 的 各 结 点 是 有 序 的。 定义 一 个 nxXn 的 路 径 和 矩阵 (或 可 达 性 矩阵 )P, 使 得 其 元 素 为 
1， 如 果 从 vw; 到 至 少 存在 一 条 路 径 
名 “1o。 如 果 从 w 到 vj 不 存在 任何 路 径 
不 难看 出 ,路 径 和 矩阵 己 仅 表明 了 图 中 的 任何 结 点 偶 对 之 间 是 否 至 少 存在 一 条 路 径 ,以 
及 在 任何 结 点 上 是 否 存在 循环 ; 它 并 不 能 指明 存在 的 所 有 路 径 。 在 这 种 意义 上 说 ,与 邻接 
和 矩阵 4 不同, 路 径 矩 阵 并 不 能 给 出 关于 图 的 完整 信息 。 虽 然 如 此 ,路 径 和 矩阵 还 是 很 有 用 处 
的 。 另 外 ,由 前 述 的 矩阵 召 能 够 求 得 路 径 矩 阵 己 。 其 方法 是 ,如 果 了 ,中 的 (zi,7) 元 素 是 非 零 
元 素 , 则 取 ps 二 1, 否 则 取 ps 二 0。 
例 9.27 试 构成 图 9. 31 中 的 有 向 图 的 路 径 矩 阵 P。 
解 : 设 邻接 矩阵 4 一 A: 。 在 前 面 的 例 9. 24 中 ,已 经 求 出 过 和 矩阵 A 的 短 A*,A3、A! 和 
全。 所 以 能 够 分 别 求 出 矩阵 B; 和 路 径 矩 阵 己 如下。 
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3 6 34 3 是 
5 8 6 5 3 i 
B=|9 14 89 5|; P=|1 1 1 1 1 
2 3 222 类 太 于 和 
6 11 6 6 4 于 有 光 要. 沁 


可 见 图 9. 31 中 任何 两 个 结 点 之 间 都 是 相互 可 达 的 , 即 这 个 图 是 一 个 强 连 通 图 。 

不 难看 出 ,首先 构成 矩阵 A,A?,…,A”" ,而 后 由 它们 构成 矩阵 B, ,再 由 和 矩阵 B, 构 成 路 径 
矩阵 P, 这 显然 是 件 很 麻烦 的 事 。 下 面 将 给 出 另外 一 种 方法 ,这 种 方法 也 是 基于 类 似 的 原 
理 , 但 在 实际 应 用 中 更 为 方便 。 对 于 可 达 性 来 说 ,并 不 需要 讨论 从 结 点 v; 到 vj 的 任何 特定 
长 度 的 路 径 数目 。 然 而 ,在 构成 邻接 矩阵 4 的 老 过 程 中 ,得 到 了 这 些 信息 。 不 过 ,由 于 不 需 
要 它们 ,而 后 又 把 它 隐 去 了 。 为 了 减少 计算 工作 量 , 应 该 设法 使 得 这 些 不 必要 的 信息 不 产 
生 。 采 用 布尔 矩阵 (元 素 或 为 0 或 为 1 的 任何 矩阵 ) 的 运算 ,就 能 够 达到 上 述 的 目的 。 

给 定 一 个 两 元 素 布 尔 代 数 <B,A,V , ,0,1>, 其 中 集合 B={0,1}。 由 定义 9. 33 可 
知 ,在 一 个 矩阵 中 ,如 果 所 有 的 元 素 都 是 二 B, 信 ,V ,” ,0,1 二 中 的 元 素 , 则 此 矩阵 必定 是 一 
个 布尔 和 矩阵。 在 表 9.1 和 表 9. 2 中 ,分 别 给 出 了 集合 B 中 的 人 运算 和 V 运算 的 定义 。 

对 于 两 个 nXn 的 布尔 矩阵 A 和 B,A 和 B 的 布尔 和 是 AVB,A 和 B 的 布尔 积 是 A 人 
B, 并 分 别称 为 矩阵 C 和 DD ,它们 也 都 是 布尔 和 矩阵。 对 于 所 有 的 ij 二 1,2,…,n 来 说 ,把 矩阵 
C 和 D 的 元 素 分 别 定义 成 


Cy =as Vb dy=V (an Nb) (9) 
k=1 
表 9.1 人 运算 
A 0 1 
0 0 0 
1 0 
表 9.2 V 运算 
V 0 1 
0 0 1 
1 1 下 


不 难看 出 ,对 抢 阵 A 中 的 第 i 行 从 左 至 右 进行 扫描 ,同时 对 和 矩阵 下 中 的 第 7 列 自 上 而 下 
进行 扫描 ,并 且 按 公式 (9) 进 行 计 算 , 就 能 够 求 出 所 有 的 元 素 d; 。 显 然 ,元 素 dj =1 或 者 
ds =0。 

可 知 ,邻接 矩阵 A 是 个 布尔 矩阵 ,路径 矩阵 己 也 是 个 布尔 矩阵 。 能 够 由 邻接 矩阵 4 构 
成 路 径 矩 阵 已 。 对 于 一 2,3,… 来 说 , 令 

AAA= A® 
A A A 一 AO 

应 该 注意 ,矩阵 42 和 42? 是 不 同 的 。4 包 是 个 布尔 矩阵 。 如 果 从 结 点 v; 到 wj; 至少 有 一 

条 长 度 为 2 的 路 径 的 话 , 则 A 中 中 的 (i, 站 元 素 值 为 1; 然而 在 矩阵 A? 中 ,(i,j) 元 素 值 则 表 
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明了 从 wi 到 wj 长 度 为 2 的 路 径 数目 。 类 似 的 讨论 也 适用 于 A 和 Ai ,甚至 可 以 推广 到 对 于 
任何 正 整数 -的 A”” 和 Ar"。 于 是 ,可 以 把 路 径 和 矩阵 己 表示 成 
P et A V A® V AG) V i V A® 
另外 ,如 果 是 从 k=1 到 ==n 一 1 进行 求 和 , 则 又 能 够 得 到 另外 一 个 矩阵 P'。 在 P' 与 P 
之 间 如 果 有 区 别 的 话 , 那 么 仅 是 主 对 角 线 上 的 各 元 素 有 所 不 同 。 
例 9.28 对 于 图 9. 31 中 的 有 向 图 来 说 , 试 求 出 矩阵 A2 ,A ,A% ,A 和 P。 


解 : 应 有 
5 的 | 
i We Wh 
=| 
六 (rs 
| 0 1 区 这 
| 和 i 
i 重光 1 站 本 
ao = aes=li 和 
洲 证 第 记 i 
守节 证 痢 站 末 家 可 
| 
和 
有 WwwVaeoVawe=|1IT11il=AVawVaoVAwoVAO .=P 
i 了 而 
家 本 首 介 | 


可 以 用 不 同 的 方法 解释 矩阵 4,42 ,42 ,…。 在 简单 有 向 图 G = 二 二 V,E,y 中 ,应 有 
ESVXV, 因 此 可 以 把 集合 已 看 成 是 V 中 的 二 元 关系 ,邻接 矩阵 4 是 关系 EE 的 关系 矩阵 。 
在 第 4 章 中 ,曾经 把 合成 关系 E*E 二 EE? 定义 成 这 样 一 种 关系 : 如 果 存 在 一 个 结 点 Vi ,能 使 
viEvr 和 wiEvj;, 则 必 有 wiE?v;。 换 句 话 说 ,从 v; 到 wj; 如 果 至 少 存在 一 条 长 度 为 2 的 路 径 的 
话 ,那么 E 的 关系 矩阵 中 的 (z,7) 元 素 值 是 1。 这 就 说 明 , 和 矩阵 42 是 关系 E? 的 关系 矩阵 。 
与 此 类 似 ,A” 是 V 中 的 关系 


EE.:E=E: 
的 关系 矩阵 ,A 是 关系 的 关系 矩阵 ,其 余 的 以 此 类 推 。 
设 E, 和 EE 是 V 中 的 两 种 关系 ,并 且 A 和 A; 分 别 是 EE 和 巨 : 的 关系 矩阵 。 于 是 , 关 
系 E1UE, 和 Ei*E 的 关系 矩阵 分 别 是 A1 V As 和 Ai 人 \ A,。 
对 于 集合 V 中 的 关系 已 来 说 , 尼 的 可 传递 闭 包 E+ 应 是 
Et=EUEUELU.- 
显然 ,可 传递 闭 包 及 的 关系 矩阵 应 为 : 
A+ 一 AVADVAG V… 
式 中 的 4 是 关系 EE 的 关系 矩阵 。 前 面 曾经 说 明 ,如果 |V| 二 nn, 则 图 G 中 的 基本 路 径 或 基本 
循环 的 长 度 不 会 超过 nn。 因 此 , 求 和 到 A 就 能 够 求 得 A* , 亦 即 
hr+ 一 AVADOVAGDV…VAm 一 旋 (10) 
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不 难看 出 ,和 矩阵 A! 与 路 径 和 矩阵 P 相同 。 应 该 说 明 , 在 公式 (10) 中 如 果 再 加 上 徊 高 于 n 
的 矩阵 ,并 不 会 使 A#+ 发 生 什么 变化 。 计 算 关 系 的 可 传递 闭 包 和 简单 有 向 图 的 路 径 和 矩阵 ,都 
可 以 在 计算 机 上 进行 。 

由 图 的 邻接 矩阵 4 和 路 径 矩 阵 已 ,还 能 够 确定 出 简单 有 向 图 的 许多 其 他 性 质 。 例 如 ,能 
够 由 路 径 和 矩阵 己 求 得 含有 给 定 图 的 任何 特定 结 点 的 强 分 图 。 

设 G==<V,E,y> 是 一 个 简单 有 向 图 ,并 且 V 关 如。P 是 图 G 的 路 径 矩 阵 , PT 是 矩阵 P 
的 转 置 。 设 和 矩阵 了 中 的 (i, 门 元 素 为 ps ,而 矩阵 PY ws 训 四 vse 
中 的 (7 元 素 为 P3。 定 义 一 个 和 矩阵 PX P? ,使 得 
它 的 (i, 站 元 素 为 pyp3。 于 是 ,矩阵 PXP' 中 的 第 i 
行 , 就 确定 了 含有 结 点 v 的 强 分 图 。 
例 9.29 对 于 图 9. 33 中 的 有 向 图 来 说 ,通过 
矩阵 PX Pr 就 可 以 确定 其 强 分 图 。 ED 
1 


> 


vl 


OOo-~ 
i 
~ Ooono 


1 1 
| 1 
| 1 
0 0 0 
0 0 0 
厦大 1 0; 0 i0 0 0 
如 果 从 结 点 v; 到 wj 是 可 达 的 , 则 显然 有 ps 二 1; 如 果 从 结 点 到 w; 是 可 达 的 , 则 应 有 
pi 二 1 或 成 二 1。 因 此 , 结 点 wv 和 wj 是 相互 可 达 的 , 当 且 仅 当 和 矩阵 PXP' 中 的 (i,j) 元 素 值 
为 1。 对 于 所 有 的 j, 这 个 命题 都 成 立 ,因此 上 述 的 命题 为 真 。 


9.4.3 关联 矩阵 


定义 9.34 设 G 王 二 V,E> 是 一 个 无 环 的 、 至 少 有 一 条 有 向 边 的 有 向 图 ,V 一 {w ,vs，…， 
功 ) 区 二 {el ,ee ,en}。 构 造 矩阵 M 一 (zz ),x, ,其 中 
1， 当 e 是 w 的 出 边 
7 一 1 一 1， 当 e 是 w 的 人 边 
0， 其 他 
称 M 是 G 的 关联 矩阵 。 
例 9.30 图 9.34 的 关联 矩阵 如 下 。 


el e2 [43 e4 e5 e6 er val 
则 | 下 于 一 了 证 哲 总 而 
M=™|—-1 0 0 0 1 1 0 (9 < 
wi 0 0 0-1 0-1 1 刘 
2 站 -一 可 ~ > 


图 9.34 例 9.30 图 


同 邻 接 矩 阵 一 样 ,关联 和 矩阵 也 给 出 了 一 个 图 的 全 部 信息 。 从 定义 不 难 发 现 : 
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(1) 第 i 行 中 (二 i<n) ,1 的 个 数 是 的 出 度 , 一 1 的 个 数 是 w 的 入 度 ; 

(2) 矩阵 中 每 列 都 有 且 仅 有 一 个 1 和 一 个 一 1; 

(3) 若 矩 阵 中 有 全 零 元 素 行 , 则 图 有 孤立 点 ; 

(4) 若 有 向 图 G 的 结 点 和 边 在 一 种 编号 ( 定 序 ) 下 的 关联 和 矩阵 是 Mi ,在 另 一 种 编号 下 的 
关联 矩阵 是 M: , 则 必 存 在 置换 矩阵 已 和 @ ,使 M 一 PM:Q。 

此 外 ,关联 矩阵 还 有 下 面 的 重要 性 质 。 

定理 9.14 设 G 是 ” 阶 连 通 无 环 的 有 向 图 ,其 关联 矩阵 是 M, 则 M 的 秩 是 7” 一 1。 

证 明 : 车 以 M 的 每 个 行为 一 向 量 , 则 由 上 面 第 (2) 项 知道 ,这 个 行 向 量 之 和 是 个 零 向 
量 , 即 这 个 行 向 量 线性 相关 。 这 表明 M 的 秩 不 大 于 一 1。 

为 了 证 明 M 的 秩 等 于 ?一 1, 构 造 矩 阵 方程 

XM 一 0 (11) 

显然 , 齐 次 方程 组 (11) 的 基础 解 系 中 每 个 解 向 量 都 可 以 表示 成 只 以 0 和 1 为 元 素 的 形 

式 。 现 在 设 


中 9 个 
X 一 (1,…,10,…,0) 
是 这 种 形式 的 一 个 解 。 用 分 块 形式 表示 成 


X= (ee oor), 


相应 地 ,把 M 按 分 块 形式 表示 成 


公式 (11) 即 


M, 
,| M, =0 


由 此 得 ezMi 二 0, ,其 中 以 是 G 的 边 数 。 这 个 结果 表明 Mi 中 每 列 要 么 含有 两 个 非 堆 


元 素 1 和 一 1, 要 么 全 是 零 元 素 。 不 妨 设 M 一 (Mn “0 )gq, 这 样 ,M 就 可 以 表示 成 


车 0 二 gn, 就 会 导出 M 是 非 连通 有 向 图 (在 弱 连 通 意义 上 ) 的 关联 矩阵 的 结论 ,与 G 
是 连通 有 向 图 的 条 件 不 合 。 这 说 明 式 (11) 的 解 X ,不 能 既 含有 元 素 0 又 含有 元 素 1。 

当 gq 二 0 或 nn 时 ,容易 验证 六 二 (0,0,…,0) 和 XX 二 (1,1,…,1) 都 是 方程 (11) 的 解 。 因 
此 ,方程 (11) 的 解 空 间 是 一 维 的 ,也 就 是 说 ,M 的 秩 为 n 一 1。 

无 向 图 的 关联 矩阵 的 定义 略 有 不 同 。 

定义 9.35 设 G==<V,E 二 是 至 少 有 一 条 边 的 无 环 图 ,V {wi,vw,*… ,vw},E= {ee 
en}。 构 造 矩 阵 M 二 Gm; ),xn ,其 中 

入， 洪 光 与 ei 关联 


ms 一 i 其 他 
称 M 为 G 的 关联 矩阵 。 这 个 矩阵 通常 看 作 {0,1} 和 矩阵 加 以 研究 。 与 有 向 图 的 情形 一 样 ,可 
以 证 明 n 阶 无 环 连通 图 ,其 关联 矩阵 的 秩 是 n 一 1。 后 面 将 利用 关联 矩阵 来 研究 图 的 生成 树 
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构造 问题 。 
6.5 图 论 在 社会 网 络 分 析 中 的 应 用 


图 论 是 数学 中 的 重要 分 支 ,在 计算 机 科学 中 扮演 着 举足轻重 的 角色 。 图 模型 为 现实 世 
界 中 的 问题 提供 了 一 种 简单 有 效 又 系统 化 的 建 模 方法 。 将 现实 世界 中 的 实体 表示 成 结 点 ， 
将 实体 之 间 的 关系 描述 成 边 ,那么 很 多 现实 问题 都 可 以 转化 为 图 论 问题 ,进而 使 用 图 论 的 原 
理 和 算法 加 以 解决 。 例 如 ,将 城市 看 作 结 点 ,交通 线路 或 者 通信 链 路 看 作 边 , 则 城市 之 间 交 
通联 系 或 者 通信 联系 可 以 使 用 图 模型 描述 ; 将 人 看 作 结 点 ,人 与 人 之 间 的 关系 看 作 边 , 则 社 
交 网 络 也 可 以 使 用 图 模型 来 描述 ; 在 生命 科学 中 ,用 于 研究 基因 的 复杂 表达 与 基因 之 间 相 
互 作用 的 基因 调控 网 络 也 可 以 使 用 图 模型 来 描述 ; 互联 网 的 拓扑 结构 可 以 表示 成 一 个 十 分 
巨大 并 且 复 杂 的 图 模型 。 现 实生 活 中 很 多 问题 ,例如 博弈 问题 .工作 分 配 问 题 . 路 径 选 择 问 
题 \, 网 络 流量 问题 等 都 可 以 使 用 图 论 的 方法 加 以 解决 。 

在 社会 科学 领域 ,图 论 和 计算 机 科学 极 大 地 促进 了 社交 网 络 分 析 的 发 展 。 社 交 网 络 使 
用 图 模型 来 研究 人 与 人 之 间 的 相互 关系 。 社 交 网 络 中 的 很 多 重要 问题 和 概念 都 可 以 使 用 图 
论 中 的 定义 说 明 。 社 交 网 络 图 中 的 结 点 代表 人 , 结 点 之 间 的 连 边 表 示人 与 人 之 间 的 联系 , 结 
点 的 入 度 可 以 描述 结 点 受 欢迎 的 程度 ,出 度 可 以 描述 结 点 的 合群 性 。 

将 社交 网 络 描述 成 图 G= 二 二 V ,E,y 记 , 结 点 vv 的 度 中 心性 (Degree Centrality) 表 示 该 结 
点 的 人 度 ,使 用 Co (vw) 表示: 


Cp(v) = ds(v) 

度 中 心性 Cp(v) 反 映 了 结 点 wv 与 其 他 结 点 的 关联 性 ,Co (wv) 值 越 高 , 则 该 结 点 所 代表 的 

行为 人 在 关系 网 络 中 的 参与 度 越 高 。 可 以 根据 度 中 心性 寻找 在 社会 网 络 中 具有 更 大 影响 力 
的 人 ,如 图 9.35 所 示 。 

结 点 的 中 介 中 心性 /中 间 中 心性 (Between Centrality) 用 来 描述 经 过 该 结 点 的 最 短路 径 
数目 ,如 图 9. 36 所 示 。 


图 9.35 度 中 心性 图 9.36 ”中介 中 心性 


结 点 的 中 介 中 心性 较 大 , 则 该 结 点 可 以 看 作 网 络 桥梁 搭建 者 , 它 处 在 网 络 内 许多 结 点 交 
往 的 路 径 上 ,是 社 群 之 间 沟 通 的 桥梁 和 纽带 ,具有 控制 其 他 人 交往 的 能 力 。 从 网 络 通信 的 角 
度 来 看 , 结 点 的 中 介 中 心性 越 大 , 则 网 络 中 流 经 该 结 点 的 数据 流量 越 多 ,该 结 点 就 更 容易 称 
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为 中 枢 结 点 。 一 旦 中 枢 结 点 产生 拥塞 或 者 崩溃 , 则 会 影响 整个 网 络 的 通信 性 能 。 中 介 中 心 
性 较 大 的 结 点 会 成 为 网 络 连通 性 的 瓶颈 或 脆弱 点 。 因 此 ,在 网 络 的 拥塞 控制 机 制 中 ,要 尤其 
注意 中 介 中 心性 较 大 的 关键 结 点 的 拥塞 避免 。 
结 点 的 接近 中 心性 (Closeness Centrality) 反 映 该 结 点 与 
其 他 结 点 之 间 的 接近 程度 ,如 图 9. 37 所 示 。 结 点 v 的 接近 中 
心性 可 以 使 用 结 点 v 到 其 他 可 达 的 结 点 的 最 短 距离 的 均值 来 
描述 。 结 点 的 接近 中 心性 可 以 用 来 衡量 从 该 结 点 传播 信息 到 
网 络 中 其 他 可 达 结 点 时 间 长 短 。 接 近 中 心性 在 网 络 谣言 传播 
方面 具有 十 分 重要 的 作用 。 
结 点 的 特征 向 量 中 心性 (Eigenvector Centrality) 也 是 衡 
量 社 会 网 络 中 结 点 重要 性 的 指标 ,一 个 结 点 的 重要 性 既 取决 于 


其 邻接 结 点 的 数量 ( 即 该 结 点 的 度 ) ,也 取决 于 其 邻接 结 点 的 重 ee 
要 性 。 如 果 使 用 得 分 来 描述 结 点 的 重要 程度 ,那么 显然 ,得 分 

高 的 结 点 的 连接 对 该 结 点 的 重要 性 得 分 的 贡献 较 高 , 即 与 重要 

的 结 点 相连 接 的 结 点 也 比较 重要 。 有 少量 具有 高 影响 力 的 联系 人 的 结 点 比 拥 有 大 量 平庸 联 
系 人 的 结 点 更 重要 。 谷 歌 的 PageRank 就 是 特征 向 量 中 心性 度量 的 变种 。 特 征 向 量 中 心性 


在 衡量 网 络 中 实体 的 重要 性 和 影响 力 等 方面 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 例 如 ,在 学 术 数据 中 可 
以 使 用 特征 向 量 中 心性 来 衡量 学 术 刊物 的 影响 力 ; 在 金融 交易 数据 中 ,可 以 使 用 特征 向 量 
中 心性 来 发 现 交易 数据 中 资金 流向 ,进而 进行 疑似 的 洗钱 识别 。 

度 中 心性 中介 中 心性 ,接近 中 心性 和 特征 向 量 中 心性 都 是 社交 网 络 分 析 中 结 点 中 心性 
(Centrality) 的 度量 指标 ,可 以 根据 结 点 中 心性 找到 社交 网 络 中 重要 活跃 的 用 户 , 进 而 为 营 
销 策略 的 制定 .网 络 内 容 的 分 布 , 欺 诈 检 测 等 应 用 提供 有 力 的 依据 。 


习题 


1. 画 出 图 G 王 过 V,E,y>> 的 图 示 , 指 出 其 中 哪些 图 是 简单 图 并 给 出 各 结 点 的 度 (出 度 、 
入 度 ) 。 
(1) V={v ,vv3 0 vs} 
E={e ,ez»e3,€4 9€5 C6 ,C7} 
J={<ea,{w)> ,<e (ww)}>,<e, {um})>,<ea{lv, vw)>,<es {yw}>, 
<es {vs sv}>} 
(2) V= {vi ,ve ,v3 V4 Us » Ue » U7» V8} 
E={eli€E N+ MASi<11)} 
$={<e,<v su > > ,<e, <, > ,<e ,< ,vs > > ,<e ,< ,uu>>, 
<es<v sy>> ,<es < ,vs > > ,ev ,ws>>， 
<es<v ,vs>> ,<e vw > > ,<er <v ,vs>> ,<en<v ,vw>>} 
2. 下 列 各 组 数 中 ,哪些 能 构成 无 向 图 的 度 序列 ? 哪些 能 构成 无 向 简单 图 的 度 序列 ? 
(1) 1,1,1,2,3 


(C0 B22 

03D B33,3 

(4) T5253545 

G5) 1533358 

3. 写 出 图 9. 38 的 抽象 数学 定义 。 


图 9.38 习题 3 图 


4. 设 图 G=<V,E> ,|VI=8, 若 G 有 3 个 3 度 结 点 ,两 个 2 度 结 点 ,3 个 1 度 结 点 , 试 
问 : G 有 多 少 条 边 ? 

5. 图 G 有 12 条 边 ,3 个 度 为 4 的 结 点 ,其 余 结 点 的 度 均 为 3, 问 图 G 有 多 少 个 结 点 ? 

6. 证 明 在 n 阶 简单 有 向 图 中 ,完全 有 向 图 的 边 数 最 多 ,其 边 数 为 n(n 一 1)。 

7. 图 9. 39 的 两 个 图 是 否 同 构 ? 若 两 图 同 构 , 写 出 结 点 之 间 的 对 应 关系 ; 若 不 同 构 , 则 


” Rs, za 


图 9.39 习题 7 图 


8. 图 9.40 中 的 两 个 图 是 否 同 构 , 说 明理 由 。 


a 
1 4 
b e 3 8 
c d 2 3 
G G; 


图 9.40 习题 8 图 


9. 证 明 任 何 阶 大 于 1 的 简单 无 向 图 必 有 两 个 结 点 的 度数 相等 。 
10. 设 n 阶 无 向 图 G 有 m 条 边 , 其 中 个 结 点 的 度数 为 ,其 余 结 点 的 度数 为 k 十 1, 证 
明 二 (十 1)n 一 2m。 
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11. (1) 试 证 明 , 若 无 向 图 G 中 只 有 两 个 奇 结 点 , 则 这 两 个 结 点 一 定 是 连通 的 。 
(2) 若 有 向 图 G 中 只 有 两 个 奇 点 ,它们 一 个 可 达 另 一 个 或 互相 可 达 吗 ? 
12. 证 明 图 9. 41 中 的 基本 路 径 必 为 简单 路 径 。 


ES 


图 9.41 习题 12 图 


13. 在 图 9. 42 所 示 的 4 个 图 中 , 哪 几 个 是 强 连 通 图 ? 哪 几 个 是 单 向 连通 图 ? 哪 几 个 是 


ZZS 


(a) 


图 9.42 习题 13 图 


14. 考虑 图 9. 43， 
(1) 对 于 每 个 结 点 v, 求 R(v); 
(2) 找 出 所 有 强 分 支 单 向 分 支 和 弱 分 支 。 


E10 
6 va 6 Us 8 0 
Ul 一 一 人 Ve vo 
El £3 fs E8 
£4 Eo 
Us Us vy 一 一 oo Ovo 
图 9.43 习题 14 图 


15. 设 wv ,vs ,vs 是 任意 无 向 图 (有 向 图 )G 的 3 个 任意 结 点 ,以 下 3 个 公式 是 否 成 立 ? 
如 果 成 立 ,给 出 证 明 ; 如 果 不 成 立 , 举 出 反例 。 
(1) d(w ,vs) 宇 0, 并 且 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 wi 二 wv,。 
(2) d(vi ,vs)=d(v, ,vi)。 
16. 有 向 图 的 每 个 结 点 (每 条 边 ) 是 否 恰 处 于 一 个 强 分 支 中 ? 是否 恰 处 于 一 个 单 向 分 
支 中 # 
17. 设 图 G=(V,E,y) ,其 中 
V= {1,2,3,4,5,6,7,8}, 
E= {asbscsdyes fg or hoisjs ks lm np}, 


销 一 {(ay,(1, 6 (1,8)?,(c 17 d (7,6))，(e (8,7?)，(F 6, 4， 
(g»,(7,5)),(h,(8,3)),(i,(5,8)),(j,(4,5)),(k,(5,3)),(1,(4,3)), 
ms,(4,2)),(n,5,2)),(p,(3,2))} 

判断 G 是 否 有 有 向 回路 。 


18. 设 (n,m) 一 简单 图 G 满足 加 之 广 (n 一 1)(n 一 2), 证 明 G 必 是 连通 图 。 构 造 一 个 


mm 一 击 (n 一 1)(n 一 2) 的 非 连 通 简单 图 。 


19. 设 G 是 阶 数 不 小 于 3 的 连通 图 ,证 明 下 面 4 条 命题 相互 等 价 。 
(1) G 无 制 边 。 
(2) G 中 任何 两 个 结 点 位 于 同一 回路 中 。 
(3) G 中 任何 一 结 点 和 任何 一 边 都 位 于 同一 回路 中 。 
(4) G 中 任何 两 边 都 在 同一 回路 中 。 
20. 证 明 有 个 弱 分 支 的 n 阶 简单 有 向 图 至 多 有 (n 一 k)X (n 一 k 十 1) 条 边 。 
21. 设 G 为 n 阶 简单 无 向 图 ,对 于 G 的 任意 结 点 v,do(v) 宇 (n 一 1)/2, 证 明 G 是 连 
通 的 。 
22. 求 图 9. 44 的 直径 ,全 部 强 分 图 和 单 向 分 图 。 
1 


6 了 学 
图 9.44 习题 22 图 


23. 图 9. 45 给 出 了 一 个 加 权 图 ,旁边 的 数字 是 该 边 上 的 权 , 求 出 从 wm 到 vi 的 加 权 
距离 。 


uk 


OU 


NSA 


O 0 O 
Us vy vio 


图 9.45 习题 23 图 


24. 夯 出 As 的 所 有 不 同 构 的 子 图 ,并 说 明 其 中 哪些 是 生成 子 图 , 找 出 互 为 补 图 的 生成 
子 图 。 

25， 画 出 图 9. 46 的 两 个 图 的 交 、 并 和 环 和 。 

26. 证 明 : 没有 3 阶 完全 无 向 图 的 子 图 的 阶 简单 无 向 图 ,最 多 有 [mw?/4] 条 边 。 

27. 设 无 向 图 G 王 <V,E>,YV =={wy, zw, ,邻接 矩阵 
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(1) 试问 du)= ?duw) 一 ? 
(2) 图 G 是 否 为 完全 图 ? 


(3) 从 到 mm 长 为 3 的 路 径 有 多 少 条 ? 


(4) 借助 图 解 表示 法 写 出 从 ww 到 wv 长 为 3 的 每 一 条 路 径 。 
28. 画 出 邻接 矩阵 为 4 的 无 向 图 G 的 图 形 , 其 中 


0 


1 


1 
0 
1 
0 
1 


1 
1 
1 
1 
1 


29. 在 图 9.47 中 ,给 出 了 一 个 简单 有 向 图 。 试 求 出 给 定 有 向 图 的 邻接 矩阵 。 求 出 从 结 
点 到 vw 的 长 度 为 1 和 :2 的 基本 路 径 。 试 证 明 ,还 存在 一 个 长 度 为 4 的 简单 路 径 。 


算 和 矩阵 A? ,A 和 4 的 方法 ,来 证 实 这 些 结果 。 


图 9.47 习题 29 图 


30. 有 向 图 G 如 图 9. 48 所 示 。 
(1) 写 出 图 G 的 邻接 矩阵 4 。 


(2) G 中 长 度 为 3 的 通路 有 多 少 条 ? 其 中 有 几 条 为 回路 ? 
(3) 利用 图 G 的 邻接 矩阵 4 的 布尔 运算 求 该 图 的 可 达 性 和 矩阵 已, 并 根据 来 判断 该 图 


是 否 为 强 连通 图 , 单 向 连通 图 。 


计 


31. 对 于 图 9. 48 中 的 有 向 图 , 试 求 出 邻接 矩阵 4 的 转 置 47,AA" 和 A"A, 列 出 矩阵 


Ul wy 


图 9.48 习题 30 图 


4 人 45 的 元 素 值 , 并 说 明 它 们 的 意义 。 
32. 试 求 图 9. 48 中 有 向 图 的 路 径 和 矩阵 p 一 A+ 。 
33. 求 出 图 9. 49 和 图 9. 50 的 关联 矩阵 。 


Ul Us 


vw U3 


图 9.49 习题 33 图 (一 ) 图 9.50 习题 33 图 (二 ) 


几 种 特殊 图 | 


自从 1736 年 欧 拉 (Leonhard Euler,1707 一 1783) 利 用 图 论 的 思想 解决 了 哥 尼 斯 保 
(Konigsberg) 七 桥 问题 以 来 ,图 论 经 历 了 漫长 的 发 展 道路 。 在 很 长 一 段 时 期 内 ,图 论 被 当成 
是 数学 家 的 智力 游戏 ,解决 一 些 著名 的 难题 ,曾经 吸引 了 众多 的 学 者 。 图 论 中 许多 的 概论 和 
定理 的 建立 都 与 解决 这 些 问 题 有 关 。 

1859 年 ,爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 (William Hamilton 1805 一 1865) 发 明了 一 种 游戏 : 用 
一 个 规则 的 实心 十 二 面体 , 它 的 20 个 结 点 标 出 世界 著名 的 20 个 城市 ,要求 游戏 者 找 一 条 沿 
着 各 边 通 过 每 个 结 点 刚好 一 次 的 闭 回路 , 即 “ 绕 行 世界 ”。 用 图 论 的 语言 来 说 ,游戏 的 目的 是 
在 十 二 面体 的 图 中 找 出 一 个 生成 圈 。 这 个 问题 后 来 就 叫 作 哈密 尔 顿 问题 。 由 于 运筹 学 、 计 
算 机 科学 和 编码 理论 中 的 很 多 问题 都 可 以 化 为 哈密 尔 顿 问题 ,从 而 引起 广泛 的 关注 和 研究 。 

在 图 论 的 历史 中 ,还 有 一 个 最 著名 的 问题 一 一 四 色 猜 想 。 这 个 猜想 说 ,在 一 个 平面 或 球 
面 上 的 任何 地 图 能 够 只 用 4 种 颜色 来 着 色 ,使 得 没有 两 个 相 邻 的 国家 有 相同 的 颜色 。 每 个 
国家 必须 由 一 个 单 连 通 域 构成 ,而 两 个 国家 相 邻 是 指 它们 有 一 段 公共 的 边界 ,而 不 仅仅 只 有 
一 个 公共 点 。 每 个 地 图 可 以 导出 一 个 图 ,其 中 国家 都 是 点 , 当 相应 的 两 个 国家 相 邻 时 这 两 个 
点 用 一 条 线 来 连接 。 所 以 四 色 猜 想 是 图 论 中 的 一 个 问题 。 它 对 图 的 着 色 理 论 .平面 图 理论 、 
代数 拓扑 图 论 等 分 支 的 发 展 起 到 推动 作用 。 

在 电子 计算 机 问世 后 ,图 论 的 应 用 范围 更 加 广泛 ,在 解决 运筹 学 .信息论 、 控 制 论 、 网 络 
理论 .博弈 论 ,化 学 .社会 科学 .经 济 学 .建筑 学 ,心理 学 .语言 学 和 计算 机 科学 中 的 问题 时 , 扮 
演 着 越 来 越 重 要 的 角色 ,受到 工程 界 和 数学 界 的 特别 重视 ,成 为 解决 许多 实际 问题 的 基本 工 
其 之 一 。 

本 章 将 结合 图 论 基础 知识 ,进一步 介绍 一 些 常用 的 基本 图 类 ,如 欧 拉 图 、 哈 密 尔 顿 图 、 二 
部 图 .平面 图 .网 络 等 , 除 研 究 每 种 图 类 的 本 质 特征 之 外 ,都 力求 结合 一 些 实际 问题 来 阐明 图 
论 的 广泛 可 应 用 性 ,介绍 一 些 最 基本 的 图 论 算法 ,使 读者 对 图 的 理论 和 应 用 这 两 个 方面 都 有 
一 定 的 了 解 。 


(io.1 欧 拉 图 


18 世纪 ,普鲁士 的 哥 尼 斯 堡 城中 有 一 条 普 雷 格 尔 (Pregel) 河 ,河上 架设 的 7 座 桥 连 接着 
两 岸 及 河中 的 两 个 小 岛 ( 如 图 10. 1 所 示 )。 每 着 节假日 ,有 些 城 市 居民 进行 环 城 周游 ,于 是 
便 产生 了 能 否 从 某 地 出 发 ,通过 每 座 桥 恰好 一 次 ,在 走 遍 7 桥 后 又 返回 到 出 发 点 的 问题 。 这 


个 问题 看 起 来 简单 ,但 是 谁 也 解决 不 了 。 最 终 , 欧 拉 论证 了 这 个 问题 是 不 可 解 的 。 他 用 点 代 
表 岛 和 两 岸 的 陆地 ,用 线 表示 桥 , 得 到 该 问题 的 数学 模型 如 图 10. 2 所 示 ,使 七 桥 问题 转化 为 
图 论 问 题 。 因 此 ,后 来 的 图 论 工作 者 将 上 述 七 桥 问题 作为 图 论 的 起 点 ,并 将 欧 拉 作 为 图 论 的 
创始 人 。 


C 
B : > 
D b 


图 10.1 哥 尼 斯 堡 七 桥 图 10.2 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 图 


定义 10.1 图 G 中 包含 其 所 有 边 的 简单 开路 径 称 为 图 G 的 欧 拉 路 径 , 图 G 中 包含 其 
所 有 边 的 简单 闭路 径 称 为 G 的 欧 拉 闭路 。 
例 10.1 图 10.3(a) 是 欧 拉 闭路 ,图 10.3(c) 是 欧 拉 路 径 , 图 10. 3(b) 既 不 是 欧 拉 路 径 


也 不 是 欧 拉 闭 路 。 
a b a b a b 
d C d w d c 
(a) (b) (0) 


图 10.3 例 10.1 图 


定义 10.2 每 个 结 点 都 是 偶 结 点 的 连通 无 向 图 称 为 欧 拉 图 。 每 个 结 点 的 出 度 和 入 度 
相等 的 连通 有 向 图 称 为 欧 拉 有 向 图 。 
例 10.2 图 10.4(b) 是 欧 拉 有 向 图 。 


a b a a b 
1 
Cc 
0 0 le 0 
d Ee S d d e 
(a) (b) (9 


图 10.4 例 10.2 图 


欧 拉 给 出 了 一 个 连通 无 向 图 是 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 , 这 就 是 下 面 的 欧 拉 定理 。 

定理 10.1 设 G 是 连通 无 向 图 , 则 G 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 有 欧 拉 闭 路 。 

证 明 : 若 连 通 无 向 图 G 含有 欧 拉 闭路 , 则 根据 定义 10. 1 和 定义 10.2 可 知 ,图 G 是 欧 拉 
再 证 必要 性 。 对 G 的 边 数 采用 归纳 法 。 
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若 G 没 有 边 , 即 图 G 是 平凡 图 ,必要 性 显然 成 立 ( 这 里 把 0 当 作 偶 数 ) 。 

令 nENt , 设 任意 边 数 少 于 n 的 连通 欧 拉 图 有 欧 拉 闭 路 。 若 G 有 n 条 边 ,由 G 是 连通 
欧 拉 图 可 知 , 它 的 任意 结 点 的 度 大 于 1, 根据 定理 9.8,G 有 回路 , 设 G 有 长 度 为 m 的 回路 C， 
根据 定理 9.7, 在 C 中 存在 闭路 径 voervi…vm_iemvo， 其 中 vo ,vi ,… ,vm-1 互 不 相同 ,并 且 
{oorvis* vm-1) 和 {ei ,ez，… em) 分别 是 C 的 结 点 集合 和 边 的 集合 。 令 G' 二 G 一 {@ ,es，…， 
em), 设 G 有 个 分 支 G1,Gs，…,G:。 由 于 G 是 连通 的 ,G 的 每 个 分 支 与 C 都 有 公共 结 点 。 
设 G1(1k) 与 C 的 一 个 公共 结 点 为 v， ,我 们 还 可 以 假定 0 二 过 ns 过 … 过 4 二 m 一 1。 显 
然 ,G 为 边 数 少 于 的 连通 欧 拉 图 。 根 据 归 纳 假设 ,G! 有 一 条 从 ww 到 的 闭路 径 P,。 因 
此 ,以 下 的 闭路 径 

voe1vi"""en Pien +1vm t+1°""En Pren+1°"" Vm-1EmUo 

就 是 G 的 一 条 欧 拉 闭路 。 

由 定理 10.1 可 知 , 图 10. 3 中 的 3 个 无 向 图 中 只 有 图 10. 3(a) 是 欧 拉 图 。 

定理 10.2 设 G 一 二 V,E,p> 为 连通 无 向 图 , 且 wm,wEV, 则 G 有 一 条 从 ww 至 的 
欧 拉 路 径 , 当 且 仅 当 G 恰 有 两 个 奇 结 点 v 和 wv。 

证 明 : 任 取 eFE, 并 令 g ={e,{wi,ww)}), 则 G 有 一 条 从 vi 至 wv 的 欧 拉 路 径 , 当 且 仅 当 
G'= 二 G 十 {e}y 有 一 条 欧 拉 闭路 。 因 此 ,G 恰 有 两 个 奇 结 点 w 和 wv, 当 且 仅 当 G' 的 结 点 都 是 
偶 结 点 。 从 而 由 定理 10. 1 可 知 本 定理 成 立 。 

由 定理 10.2 可知, 图 10. 3 中 的 3 个 无 向 图 中 ,图 10. 3(c) 是 欧 拉 路 径 ,图 10. 3(b) 不 是 
欧 拉 路 径 。 

由 定理 10.1 和 定理 10. 2 可 获得 以 下 “一 笔画 ”问题 的 答案 : 一 张 图 能 由 一 笔画 出 来 的 
充 要 条 件 是 每 个 交点 处 的 线条 数 都 是 偶数 或 恰 有 两 个 交点 处 的 线条 数 是 奇数 。 

对 有 向 图 也 有 类 似 的 结果 。 

定理 10.3 设 G 为 弱 连 通 的 有 向 图 。G 是 欧 拉 有 向 图 , 当 且 仅 当 G 有 了 欧 拉 闭路 。 

证 明 过 程 与 定理 10. 1 类 似 。 

由 定理 10. 3 可 知 , 图 10.4 中 的 3 个 有 向 图 中 ,图 10. 4(b) 是 欧 拉 有 向 图 。 

定理 10.4 设 G 为 弱 连 通 有 向 图 ,w 和 w, 为 G 的 两 个 不 同 结 点 。G 有 一 条 从 vi 至 v 
的 欧 拉 路 径 , 当 且 仅 当 dt (vi) 二 da (wi) 十 1,d# (vs) 二 ds (v2) 一 1, 且 对 GG 的 其 他 结 点 wv, 有 
dt (v)=ds (v)。 

证 明 过 程 与 定理 10. 2 类 似 。 

由 定理 10.4 可 知 ,图 10.4 中 的 3 个 有 向 图 中 ,图 10.4(c) 是 欧 拉 路 径 ,图 10. 4(a) 不 是 
欧 拉 路 径 。 

现在 返回 来 看 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ,由 于 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 不 是 欧 拉 图 ,不 存在 欧 拉 闭 
路 ,所 以 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 无 解 。 

定理 10.5 如果 G 和 G, 是 可 运算 的 欧 拉 图 , 则 CCG* 是 欧 拉 图 。 

证 明 : 设 v 是 G1 外 G, 的 任意 结 点 ,于 是 可 能 出 现 3 种 情况 : " 是 G 的 结 点 而 不 是 Cs 
的 结 点 ; v 是 Gs 的 结 点 而 不 是 G, 的 结 点 ; v 是 Gi 和 Gs 的 公共 结 点 。 显 然 , 若 属于 前 两 种 
情况 ,是 Ci 申 G: 的 偶 结 点 。 设 v 是 G1 和 Gs 的 公共 结 点 ,G! 和 Gs。 有 条 公共 边 和 7 个 公 
共 自 圈 与 v 关 联 , 则 doe@6, (v) 二 do (v) 十 do, (v) 一 2(k 十 站 ,显然 是 G1 外 Gs 的 偶 结 点 。 
因此 ,G1@G: 是 欧 拉 图 。 
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由 定理 10. 5 可 得 图 10. 5。 


vw vl vw U3 Ul vy U3 
0 
Vs vs Us Ua 
Us Us 
0 
vs Uy ve Vs Uy ve Us 


10.5 定理 10.5 


(10.2 哈密 尔 顿 图 
2 


爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 一 十 1859 年 提出 了 一 个 “周游 世界 ”的 游戏 。 这 个 游戏 把 一 个 
正 十 二 面体 的 20 个 结 点 看 成 地 球 上 的 二 十 个 城市 , 棱 线 看 成 是 连接 城市 的 航路 (航空 .航海 
线 或 陆路 交通 线 ) ,要 求 游 戏 者 沿 棱 线 走 ,寻找 一 条 经 过 所 有 结 点 ( 即 城市 ) 一 次 且 仅 一 次 的 
回路 ,如 图 10. 6(a) 所 示 。 也 就 是 在 图 10. 6(b) 中 找 一 条 包含 所 有 结 点 的 圈 。 图 10.6(b) 中 
的 粗 线 所 构成 的 圈 就 是 这 个 问题 的 回答 。 

与 欧 拉 图 不 同 ,哈密 尔 顿 图 是 遍历 图 中 的 每 个 结 点 ,一 条 哈密 尔 顿 回 路 不 会 在 两 个 结 点 
间 走 两 次 以 上 ,因此 没有 必要 在 有 向 图 中 讨论 。 

定义 10.3 给 定 无 向 图 G, 图 G 中 包含 其 所 有 结 点 的 基本 开路 径 称 为 图 G 的 哈密 尔 顿 
路 径 , 图 G 中 包含 其 所 有 结 点 的 基本 闭路 径 称 为 G 的 哈密 尔 顿 回路 。 具 有 哈密 顿 回路 的 图 
称 为 哈密 尔 顿 图 。 

由 定义 可 知 哈密 尔 顿 圈 与 哈密 尔 顿 路 通过 图 G 中 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 ,例如 
图 10.6(b) 就 是 哈密 尔 顿 图 (哈密 尔 顿 圈 用 实 线 标 出 )。 


图 10.6 哈密 尔 顿 图 


例 10.3 在 图 10.7 中 ,图 10.7(a) .图 10.7(b) 中 有 哈密 尔 顿 圈 , 图 10.7(c) 中 有 哈密 
尔 顿 路 ,图 10.7(d) 中 既 没 有 哈密 尔 顿 圈 也 没有 哈密 尔 顿 路 。 

哈密 尔 顿 图 和 欧 拉 图 相 比 ,虽然 考虑 的 都 是 遍历 问题 ,但 是 侧重 点 不 同 。 欧 拉 图 遍历 的 
是 边 ,而 哈密 尔 顿 图 遍历 的 是 结 点 。 另 外 两 者 的 判定 困难 程度 也 不 一 样 ,前 面 已 经 给 出 了 判 
定 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 , 但 对 于 哈密 尔 顿 图 的 判定 ,至 今 还 没有 找 出 判定 的 充 要 条 件 , 只 
能 给 出 若干 必要 条 件 或 充分 条 件 。 

下 面 先 给 出 一 个 图 是 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 。 
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图 10.7 例 10.3 图 


定理 10.6 若 G 是 哈密 尔 顿 图 , 则 对 于 结 点 集 V(G) 的 任 一 非 空 真子 集 SCV(G), 有 
w(G 一 S) 三 |S|。 其 中 G 一 S 表示 在 G 中 删 去 S 中 的 结 点 后 所 构成 的 图 ,w(G 一 S) 表 示 G 一 
S 的 连通 分 支 数 。 

证 明 : 设 C 是 G 的 一 条 哈密 尔 顿 回路 ,C 视 为 G 的 子 图 ,在 回路 C 中 ,每 删 去 S 中 的 一 
个 结 点 ,最 多 增加 一 个 连通 分 支 , 且 删 去 S 中 的 第 一 个 结 点 时 分 支 数 不 变 , 所 以 有 w(C 一 S) 乏 
1S| 。 

又 因为 C 是 G 的 生成 子 图 ,所 以 C 一 S 是 G 一 S 的 生成 子 图 , 且 w(G 一 S)<w(C 一 S)， 
因此 w(G 一 S)<1S|。 

哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 可 用 来 判定 某 些 图 不 是 哈密 尔 顿 图 ,只 要 能 够 找到 不 满足 定理 
条 件 的 结 点 集 V 的 非 空子 集 S 。 

例 10.4 图 10.8(a) 不 是 哈密 尔 顿 图 。 

图 10.8(a) 中 共有 9 个 结 点 ,如 果 取 结 点 集 S={3 个 白 点 }, 即 |S|==3。 而 这 时 w(G 一 
S) 王 4( 如 图 10.8(b) 所 示 )。 这 说 明 图 10. 8(a) 不 是 哈密 尔 顿 图 。 但 要 注意 若 一 个 图 满足 定 
理 10.6 的 条 件 也 不 能 保证 这 个 图 一 定 是 哈密 尔 顿 图 ,如 图 10. 8(c) 所 示 。 


Ea 


. 二 
(a) (b) (c) 
图 10.8 例 10.4 图 


下 面 再 来 介绍 几 个 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 。 

定理 10.7 设 图 G 是 具有 n(n 宇 3) 个 结 点 的 无 向 简单 图 ,如 果 G 中 每 一 对 结 点 度数 之 
和 大 于 等 于 "一 1, 则 在 G 中 存在 一 条 哈密 尔 顿 路 。 

定理 10.8 车 G 是 具有 n(n 这 3) 个 结 点 的 无 向 简单 图 ,对 于 G 中 每 一 对 不 相 邻 的 结 点 
Usv, 均 有 d(w) 十 d(v) 三 n, 则 G 是 一 个 哈密 尔 顿 图 。 

定理 10.7 和 定理 10. 8 都 是 充分 条 件 , 即 满足 这 些 条 件 的 图 一 定 是 哈密 尔 顿 图 。 但 不 
是 所 有 的 哈密 尔 顿 图 都 满足 这 些 条 件 。 例 如 图 10. 9 是 哈密 尔 顿 图 ,但 它 不 满足 上 述 定理 的 
条 件 。 

例 10.5 某 地 有 5 个 风景 点 。 若 每 个 景点 均 有 两 条 道路 与 其 他 景点 相通 , 问 是 否 可 经 
过 每 个 景点 恰好 一 次 而 游 完 这 5 处 ? 


10.9 不 满足 定理 10.7 和 定理 10. 8 的 哈密 尔 顿 图 


解 : 将 景点 作为 结 点 ,道路 作为 边 , 则 得 到 一 个 有 5 个 结 点 的 无 向 图 。 

由 题 意 ,对 每 个 结 点 vi, 有 d(v) 二 2(i 一 1,2,3,4,5)。 

则 对 任 两 点 wi,vj(i,j 二 1,2,3,4,5), 均 有 d(vi) 十 d(vj) 二 2 十 2 二 4 二 5 一 1。 
可 知 此 图 一 定 有 一 条 哈密 尔 顿 路 ,本 题 有 解 。 

例 10.6 今 有 a,bwcwd,e,f 和 gg 共 7 人 ,已 知 下 列 事实 。 


a 讲 英 语 ; 5b 讲 英语 和 汉语 ; 

c 讲 英语 、 意 大 利 语 和 俄语 ; d 讲 日 语 和 汉语 ; 

< 讲 德国 和 意大利 语 ; 了 讲法 语 、 日 语 和 俄语 ; 

8 讲法 语 和 德语 。 

试问 这 7 个 人 应 如 何 排 座位 ,才能 使 每 个 人 都 能 和 他 身边 的 人 交谈 ? 


解 : 设 无 向 图 G==V,E 二 ,其 中 V={a,bycsd,e,f,g},E={(u, v)lu,v€EV, 且 和 w 
有 共同 语言 }。 

图 G 是 连通 图 ,如 图 10. 10(a) 所 示 。 将 这 7 个 人 排 座 围 圆桌 而 坐 ,使 得 每 个 人 能 与 两 
边 的 人 交谈 , 即 在 图 10. 10(a) 中 找 哈 密 尔 顿 回路 。 经 观察 该 回路 是 abdfgeca, 即 按照 
图 10. 10(b) 安 排 座位 即 可 。 


图 10.10 例 10.6 图 


fo.s 二 部 图 及 匹配 


在 许多 实际 问题 中 常用 到 二 部 图 ,本 节 先 介绍 二 部 图 的 基本 概念 和 主要 结论 ,然后 介绍 
它 的 一 个 重要 应 用 一 一 匹配 。 


10.3.1 二 部 图 的 概念 及 性 质 
定义 10.4 设 无 向 图 G 二 过 V,E,g 记 >。 如 果 存 在 V 的 划分 {V1 ,Vs) ,使 得 V; 中 的 任何 
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两 个 结 点 都 不 相 邻 (i 二 1,2) , 则 称 G 为 二 部 图 ,Vi 和 V: 称 为 G 的 互补 结 点 子 集 。 

显然 ,二 部 图 没有 自 圈 。 与 二 部 图 的 一 条 边关 联 的 两 个 v vs Us UV 
结 点 一 定 分 属于 两 个 互补 结 点 子 集 。 一 般 来 说 ,二 部 图 的 互 
补 结 点 子 集 的 划分 不 是 唯一 的 。 如 图 10. 11 的 二 部 图 ,{m， 
my 和 (wsyvzsyw)} 是 它 的 互补 结 点 子 集 ,{u ,ve ,vy)} 和 
{uw ,usyuyvs} 也 是 它 的 互补 结 点 子 集 。 

一 个 无 向 图 如 果 能 画 成 上 面 的 样式 ,很 容易 判定 它 是 二 图 10.11 二 部 图 
部 图 。 有 些 图 虽然 表面 上 不 是 上 面 的 样式 ,但 经 过 改 画 就 能 成 
为 上 面 的 样式 , 仍 可 判定 它 是 一 个 二 部 图 ,如 图 10. 12(a) 可 改 画 成 图 10. 12(b) ,图 10. 12(c) 可 
改 画 成 图 10. 12(d) 。 可 以 看 出 ,它们 仍 是 二 部 图 。 


a b ec a 8 e 1 2 1 3 5 
5 5 4 2 4 6 
) (b) (9) (d) 


(a 


Us ve Uy 


d 


图 10.12 二 部 图 其 他 形式 


定理 10.9 设 G 是 阶 大 于 1 的 无 向 图 。G 是 二 部 图 , 当 且 仅 当 G 的 所 有 回路 长 度 均 为 
偶数 。 

证 明 : 先 证 明 必 要 性 。 

设 G 是 具有 互补 结 点 子 集 w 和 V 的 二 部 图 。(uw ,vo，… ,vi,v1) 是 G 中 任 一 长 度 为 k 
的 回路 ,不 妨 设 mwEWw , 则 waEVonwEVs ,所 以 人 必 为 偶数 ,否则 ,不 存在 边 (w ,mw ) 。 

再 证 充分 性 。 

设 G 是 连通 图 ,否则 对 G 的 每 个 连通 分 支 进 行 证 明 。 设 G 二 二 V,E 只 含有 长 度 为 偶 
数 的 回路 ,定义 互补 结 点 子 集 VW 和 Vs 如 下 。 

任 取 一 个 结 点 mwEV, 令 

二 {v|(vEV)Ad(w,v) 为 偶数 } 
Vi =V—V 

现在 证 明 w 中 任意 两 结 点 间 无 边 存在 。 

假若 存在 一 条 边 (v,v) EE, 目 vi,vEVi, 则 由 vw 到 vw; 间 的 最 短路 径 ( 长 度 为 偶 
数 ), 边 (vi,v) 和 wv 到 w 间 的 最 短路 径 ( 长 度 为 偶数 ) 所 组 成 的 回路 的 长 度 为 奇数 ,与 假 
设 矛 盾 。 

同 理 可 证 ,V; 中 任意 两 结 点 间 无 边 存在 。 

故 G 中 的 每 条 边 必 具有 形式 (vw;,wv), 其 中 vw; EVi,vEVi, 即 G 是 具有 互补 结 点 子 集 
Vi 和 Vs。 的 一 个 二 部 图 。 

利用 定理 10. 9 可 以 很 快 地 判断 出 图 10. 13(a) ,图 10. 13(c) 是 二 部 图 ,而 图 10. 13(b) 不 
是 二 部 图 。 

定义 10.5 设 Vi 和 V, 是 简单 二 部 图 G 的 互补 结 点 子 集 , 如 果 WwW 中 的 每 个 结 点 与 Vs 
中 的 每 个 结 点 相 邻 , 则 称 G 为 完全 二 部 图 。 
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10.13 利用 定理 10. 9 判断 是 否 为 二 部 图 


把 互补 结 点 子 集 分 别 包含 m 和 个 结 点 的 完全 二 部 图 记 为 A&ww。 图 10. 14 夯 出 了 Ks,s 
的 两 个 图 示 。K;,s 很 重要 ,下 面 在 讨论 图 的 平面 性 时 还 要 用 到 它 。 


(a) (b) 


图 10.14 K;.: 的 两 个 图 示 


10.3.2 二 部 图 匹配 


二 部 图 的 主要 应 用 是 匹配 ,匹配 是 图 论 中 的 一 个 重要 内 容 , 它 在 所 谓 “ 人 员 分 配 问题 "和 
“最 优 分 配 问题 "等 运筹 学 中 的 问题 上 有 重要 的 应 用 。 

首先 看 实际 中 常 碰 见 的 问题 : 给 n 个 工作 人 员 安 排 m 项 任务 ,n 个 人 用 V= {zi ,x2，…， 
zw} 表示 。 并 不 是 每 个 工作 人 员 均 能 胜任 所 有 的 任务 ,一 个 人 只 能 胜任 其 中 &(k 宇 1) 个 任 
务 ,那么 如 何 安排 才能 最 大 限度 地 使 每 项 任务 都 有 人 做 ,并 使 尽 可 能 多 的 人 有 工作 做 ? 

例如 , 现 有 zyzs,zsyzyzs 共 5 个 人 ,wy yyyy 共 5 项 工作 。 已 知 z 能 胜任 yi 
和 wm ,zs 能 胜任 wx 和 y3 ,zs 能 胜任 yy 和 ,zs 能 胜任 y 和 ys ,zs 能 胜任 ys、ys 和 ys。 如 
何 安排 才能 使 每 个 人 都 有 工作 做 , 且 每 项 工作 都 有 人 做 ? 

显然 ,只 需 构 造 这 样 的 数学 模型 : 以 xz; 和 yj(i, x 好 好 x4 Xs 
j 二 1,2,3,4,5) 为 结 点 ,在 xz; 与 其 胜任 的 工作 w 之 
间 连 边 ,得 二 部 图 G, 如 图 10. 15 所 示 , 然 后 在 G 中 
找 一 个 边 的 子 集 ,使 得 每 个 结 点 只 与 一 条 边关 联 , 问 
题 便 得 以 解决 了 。 这 就 是 所 谓 匹 配 问题 ,下 面 给 出 
匹配 的 基本 概念 和 术语 。 

定义 10.6 设 无 向 图 G==<V,E,g>>.E'SE。 

(1) 如 果 E' 不 包含 自 圈 ,并 且 已 中 的 任何 两 条 
边 都 不 邻接 , 则 称 已 为 G 中 的 匹配 。 

(2) 如 果 E' 是 G 中 的 匹配 ,并且 对 于 G 中 的 一 切 匹配 E”, 只 要 ESE 必 有 E' 一 E”, 则 
称 E' 为 G 中 的 极 大 匹配 。 


bd 为 4 3 


图 10.15 匹配 问题 示意 图 
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(3) G 中 的 边 数 最 多 的 匹配 称 为 G 中 的 最 大 匹配 。 

(4) G 中 的 最 大 匹配 包含 的 边 数 称 为 G 的 匹配 数 。 

显然 ,最 大 匹配 一 定 是 极 大 匹配 ,而 极 大 匹配 不 一 定 是 最 大 匹配 。 在 一 个 无 向 图 中 ,可 
以 有 多 个 极 大 匹配 和 最 大 匹配 。 

例 10.7 在 图 10.16(a) 中 ,{a, e},{a, c, g}),{a, f},{b, e},{b, g},{60, f,h}, 
{c, 及} (cy p},{d, g},{d, 有 },{f, 思 p} 是 极 大 匹配 ,其 中 {a, c, g} 和 {6, f, hh} 是 最 大 匹配 。 
匹配 数 是 3。 

下 面 专门 讨论 二 部 图 的 匹配 理论 。 

定义 10.7 设 W 和 YV: 是 二 部 图 G 的 互补 结 点 子 集 。 如 果 G 的 匹配 数 等 于 |V; | , 则 
称 G 中 的 最 大 匹配 为 w, 到 Vs 的 完美 匹配 。 

显然 ,只 有 |V; | 三 |V, | 时 可 能 存在 从 Vi 到 V 的 完美 匹配 。 但 这 个 条 件 并 不 是 充分 条 
件 。 如 图 10.16(b) 给 出 的 二 部 图 中 ,Vi 二 {as azs, ass ar}, Va={pi, pz, pas ps4, ps， 
ps} ,|Vs| 二 |w | ,但 并 不 存在 ww 到 V 的 完美 匹配 。 下 面 的 定理 给 出 了 存在 完美 匹配 的 充 
分 必要 条 件 。 


(a) (b) 
图 10.16 无 向 图 中 的 匹配 


定理 10.10 设 ww 和 V, 是 二 部 图 G 的 互补 结 点 子 集 。 存 在 Vi 到 Vs 的 完美 匹配 , 当 

且 仅 当 对 于 任意 SEVi,|Ne(S)| 宇 |S| ,其 中 
Ne(S)=={v|v€EV, A (3)(v € SAw 与 v 在 G 中 邻接 )} 

此 定理 的 证 明 较 为 复杂 , 略 去 证 明 过 程 。 

当 二 部 图 的 结 点 数目 比较 大 时 ,定理 10. 10 用 起 来 不 太 方便 ,下 面 给 出 存在 完美 匹配 的 
一 个 充分 条 件 。 判 断 二 部 图 是 否 存在 完美 匹配 时 ,可 以 先 用 这 个 充分 条 件 , 如 果 得 不 出 结 
论 ,再 用 定理 10. 10。 

定理 10.11 设 Vi 和 YV: 是 二 部 图 G 的 互补 结 点 子 集 ,t 是 正 整数 。 对 于 Vi 中 的 每 个 
结 点 ,在 Vs 中 至 少 有 + 个 结 点 与 其 邻接 。 对 于 Vs 中 的 每 个 结 点 ,在 Vi 中 至 多 有 + 个 结 点 
与 其 邻接 。 则 存在 Vi 到 V 的 完美 匹配 。 

证 明 : 因为 去 掉 平行 边 不 会 影响 Vi 到 Vs: 的 完美 匹配 的 存在 性 ,因此 不 妨 假设 G 是 简 
单 图 。 任 取 SSEVi, 设 1S|=n,|Ne(S)|== m。 如 果 边 e 与 S 中 的 某 结 点 关联 , 则 必 有 
Ne(S) 中 的 结 点 与 e 关 联 ,所 以 Bde 四 过 >) de(o。 故 如 和 受 >)deCo) 》) do 去 


vES ENco vES ENoo 


tm， 则 m 宇 n。 根 据 定理 10. 10 可 知 ,存在 w 到 V; 的 完美 匹配 。 


224 


AA 


(i0.4 平面 图 


10.4.1 平面 图 的 概念 及 性 质 


在 一 些 实际 问题 中 ,常常 需要 考虑 一 些 图 在 平面 上 的 画 法 ,希望 图 的 边 与 边 不 相交 或 尽 
量 少 相交 。 如 印刷 电路 板 上 的 布线 、 线 路 或 交通 道路 的 设计 、 地 下 管道 的 铺设 等 。 下 面 举 一 
个 简单 的 例子 。 

例 10.8 一 个 工厂 有 3 个 车 间 和 3 个 仓库 。 为 了 工作 需要 ,车 间 与 仓库 之 间 将 设 专 
的 车 道 。 为 避免 发 生 车 祸 , 应 尽量 减少 车 道 的 交叉 点 ,最 好 是 没有 交叉 点 ,这 是 否 可 能 ? 

如 图 10.17(a) 所 示 ,A,B,C 是 3 个 车 间 ,M,N,P 是 3 座 仓库 。 经 过 努力 表明 ,要 想 建 
造 不 相交 的 道路 是 不 可 能 的 ,但 可 以 使 交叉 点 最 少 (如 图 10. 17(b) 所 示 )。 此 类 实际 问题 涉 
及 平面 图 的 研究 。 近 年 来 ,由 于 大 规模 集成 电路 的 发 展 , 也 促进 了 平面 图 的 研究 。 本 节 介 绍 
平面 图 的 一 些 基本 概念 和 常用 结论 。 


A B [4 
M ~N - 
(a) (b) 


图 10.17 例 10.8 图 


定义 10.8 在 一 个 平面 上 ,如 果 能 够 画 出 无 向 图 G 的 图 解 , 其 中 没有 任何 边 的 交叉 , 则 
称 图 G 是 个 平面 图 ; 否则 , 称 G 是 非 平面 图 。 

直观 上 说 ,所 谓 平面 图 就 是 可 以 画 在 平面 上 ,使 边 除 端点 外 彼此 不 相交 的 图 。 应 当 注 
意 , 有 些 图 从 表面 上 看 , 它 的 某 些 边 是 相交 的 ,但 是 不 能 就 此 肯定 它 不 是 平面 图 。 

例 10.9 对 于 图 10.18(a) 和 图 10.18(b) 中 的 无 向 图 来 说 , 试 把 该 图 加 以 重 画 之 后 , 它 
将 不 包含 任何 边 的 交叉 ,如 图 10. 18(e) 和 图 10. 18(f) 所 示 。 因 此 ,由 图 10. 18(a) 和 
图 10.18(b) 给 出 的 图 是 平面 图 ,而 图 10. 18(c) 和 图 10. 18(d) 不 是 。 

设 G={V,E,y} 是 能 够 画 于 平面 上 的 图 中 的 无 向 图 ,并 且 设 

C=w aU UU 

是 图 G 中 的 任何 基本 循环 。 此外, 设 ==w…vs 和 x 二 vp…v 是 图 G 中 的 任意 两 条 不 交叉 
的 基本 路 径 。 在 图 10. 19 中 给 出 了 两 种 可 能 的 结构 。 显 然 ,z 和 xz' 或 都 在 基本 循环 C 的 内 
部 ,或 者 都 在 基本 循环 C 的 外 部 , 当 且 仅 当 G 是 个 非 平 面 图 。 因 为 这 时 基本 路 径 z 和 zx 是 
相互 交叉 的 。 用 观察 法 证 明 给 定 图 的 非 平面 性 时 ,上 述 的 简单 性 质 其 为 有 用 。 

例 10.10 设 有 一 个 电路 , 它 含有 两 个 结 点 子 集 V, 和 Vs, 且 有 IVi | 二 1V; | 二 3。 用 导 
线 把 一 个 集合 中 的 每 一 个 结 点 ,都 与 另外 一 个 集合 中 的 每 一 个 结 点 连通 ,如 图 10. 20 所 示 。 试 
问 , 是 否 有 可 能 这 样 来 接线 ,使 得 导线 相互 不 交叉 ? 对 于 印刷 电路 ,避免 交叉 具有 实际 意义 。 
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图 10.19 两 种 结构 图 10.20 例 10.10 图 


解 : 这 个 问题 等 价 于 判定 图 10. 20 中 的 图 是 否 是 个 平面 图 。 可 以 看 出 ,给 定 图 中 有 一 
个 基本 循环 C= vivevsvsvzvuvi ,如 图 10. 21 所 示 。 试 考察 3 条 边 {mw ,vs), {vs ,ve), {vs， 
v4), 上 述 每 条 边 或 是 处 于 C 的 内 部 ,或 是 处 于 C 的 外 部 。 显 然 ,3 条 边 中 至 少 有 2 条 边 同 时 
处 于 C 的 同一 侧 ,因此 避免 不 了 交叉 ,如 图 10. 22 所 示 。 故 给 定 的 图 是 非 平 面 图 。 


图 10.21 循环 C 图 10.22 3 条 边 避 免不了 交叉 


下 面 就 来 前 明 库 拉 托 夫 斯 基 (Kazimierz Kuratowski,1896 一 1980 ,波兰 数学 家 ) 定 理 。 
试 考察 图 10. 23 中 的 两 个 图 。 在 例 10. 10 中 已 经 证 明了 图 10. 20 中 的 图 是 个 非 平面 图 。 把 
图 10. 20 加 以 改 画 以 后 ,就 能 够 得 到 图 10. 23(a) 。 由 此 可 见 , 图 10. 20 同 构 于 图 10. 23(a)， 
因此 图 10. 23(a) 也 是 个 非 平面 图 。 另 外 ,采用 该 例 中 所 使 用 的 方法 ,也 能 证 明 图 10. 23(b) 
也 是 个 非 平面 图 。 这 两 个 非 平面 图 都 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 图 。 
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在 图 10. 24 中 ,给 出 了 两 个 图 解 。 如 图 10. 24(a) 所 示 , 试 往 图 中 的 一 条 边 上 , 插 上 一 个 
新 的 度数 为 2 的 结 点 ,把 一 条 边 分 解 成 两 条 边 , 则 不 会 改变 给 定 图 的 平面 性 。 另 外 ,如 
图 10. 24(b) 所 示 ,把 联系 于 一 个 度数 为 2 的 结 点 的 两 条 边 ,合并 成 一 条 边 ,也 不 会 改变 给 定 
图 的 平面 性 。 


只 11 1 


(a) (b) 
图 10.23 库 拉 托 夫 斯 基 图 10. 24 两 个 图 解 


定义 10.9 设 G, 和 G。 是 两 个 无 向 图 。 如 果 G, 和 G* 是 同 构 的 ,或 者 是 通过 反复 插入 
和 (或 ) 删 除 度数 为 2 的 结 点 ,能 够 把 G, 和 Gs 转化 成 同 构 的 图 , 则 称 C 和 Gs 在 度数 为 2 的 
结 点 内 是 同 构 的 。 

例 10.11 图 10.25 中 的 4 个 图 ,在 度数 为 2 的 结 点 内 是 同 构 的 。 


(a) (b) (©) (d) 


图 10.25 例 10.11 图 


定理 10.12 设 G 是 一 个 无 向 图 。 图 G 中 不 存在 任何 与 图 10.23 中 的 两 个 图 度数 为 2 
的 结 点 内 同 构 的 子 图 , 当 且 仅 当 图 G 是 个 平面 图 。 
定理 10. 12 被 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 定理 。 定 理 的 必要 性 是 明显 的 ,充分 性 很 复杂 , 感 兴趣 的 
读者 可 参看 (图 论 》( 哈 拉 里 著 . 李 尉 营 译 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1980 年 出 版 ) 第 126 一 130 页 。 
例 10.12 根据 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 证 明 图 10. 26( 彼 得 森 图 ) 是 否 是 平面 图 。 


图 10.26 例 10.12 图 


10.4.2 多边 形 图 、 对 偶 图 及 平面 图 着 色 
下 面 我 们 来 讨论 多 边 形 的 图 。 单 个 循环 的 图 称 为 多 边 形 。 
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定义 10.10 ”多边 形 的 图 的 归纳 法 定义 如 下 。 

一 个 多 边 形 是 一 个 多 边 形 的 图 。 设 G 王 一 V.E,y> 是 一 个 多 边 形 的 图 ,再 设 P 一 wze … 
uw-1v; 是 长 度 为 ! 宇 1 的 任何 基本 路 径 , 它 不 与 图 G 中 任 一 路 径 交 叉 , 且 有 vw,v; EV, 但 是 对 
于 7 一 1,2,…,!/ 一 1 来 说 ,加 代 V。 于 是 ,由 图 G 和 己 所 构成 的 图 G' 王 二 ,下 , 光 盖 也 是 一 
个 多 边 形 的 图 ,其 中 

V = (mi 
E’ = EU i{{vu), (usu) {uv}} 

多 边 形 的 图 是 个 平面 图 (或 多 重 边 图 ,因为 允许 长 度 为 2 的 循环 存在 ) , 它 能 够 把 平面 划 
分 成 数 个 区 域 ,每 一 个 区 域 都 是 由 一 个 多 边 形 定 界 。 

例 10.13 图 10. 27 所 示 的 图 是 一 个 多 边 形 vi vw 
的 图 。 ~ 

定义 10. 11 由 多 边 形 的 图 定 界 的 每 一 个 区 ™P 
域 , 都 称 为 图 G 的 面 。 例 如 ,图 10. 27 中 的 区 域 已 、 
F, 、F 等 ,都 是 该 多 边 形 图 的 面 。 

定义 10.12 包含 有 多 边 形 的 图 G 的 所 有 面 的 
边界 的 多 边 形 , 称 为 G 的 极 大 基本 循环 。 

例如 ,图 10. 27 中 的 循环 wwwwvwsvsvm ,就 
是 该 多 边 形 的 图 的 极 大 基本 循环 。 图 10.27 多 边 形 的 图 

应 该 说 明 ,给 定 图 G 的 极 大 基本 循环 外 侧 的 无 
限 区 域 ,是 另外 一 个 面 ,一 般 称 为 G 的 无 限 面 。 事 实 上 ,如 果 把 图 G 的 图 解 画 在 球面 上 , 则 
G 的 无 限 面 与 其 他 的 有 限 面 并 没有 什么 区 别 。 

定义 10.13 如果 图 G 的 两 个 面 共 有 一 条 边 , 则 称 这 样 的 两 个 面 是 邻接 的 面 。 

例如 ,图 10. 27 中 的 Fl 和 F。 就 是 邻接 的 面 。 

定理 10. 13 〈 欧 拉 公 式 ) 设 G= 一 V,E,y> 是 个 具有 个 面 (包括 无 限 面 在 内 ) 的 (>， 
m) 多 边 形 的 图 , 则 nn 一 m 十 k 二 2。 

证 明 : 对 于 面 的 数目 &, 用 归纳 法 证 明 。 面 的 最 少数 目 ( 包 括 无 限 面 在 内 ) 是 & 二 2。 在 
这 种 情况 下 ,图 G 是 个 多 边 形 , 因 而 应 有 n 一 m。 这 样 ,有 n 一 m 十 k 一 2。 

假设 对 于 具有 一 1 个 面 (包括 无 限 面 ) 的 图 来 说 ,定理 成 立 。 

则 对 于 具有 个 面 (包括 无 限 面 ) 的 图 ,定理 亦 成 立 。 为 此 ,首先 构成 具有 二 一 1 个 
面 的 (x , 的 图 G ,然后 附加 上 一 条 长 度 为 /三 1 的 基本 路 径 , 它 与 G' 仅 共有 两 个 结 点 , 则 

nm 十 k= 二 (ww 十 1 一 1 一 (十 六 十 (十 1) = 二 nn 十 m 十 

根据 归纳 假设 可 知 ,n 十 m 十 k= 二 2, 因 此 应 有 

nm++k = 2。 

给 定 一 个 多 边 形 的 图 G, 它 拥有 面 Fi ,Fi;,… .FF,, 其 中 包括 有 无 限 面 。 图 G 的 对 偶 图 
G* 也 是 一 个 图 。 采 用 下 面 的 方法 ,能 够 从 G 求 得 G* : 对 于 G 中 的 任何 一 个 面 F;, 给 G* 指 
定 一 个 结 点 f; ,对 于 面 F; 和 下 ;所 共有 的 一 条 边 , 给 G* 指定 一 条 边 {f;,f;}。 实 际 上 ,首先 
在 F; 内 指定 每 个 结 点 f;, 并 且 用 连通 f;: 和 fj 的 一 条 边 , 去 交叉 F; 和 下 ;所 共有 的 边 ,这 样 就 
可 求 得 对 偶 图 G* 。 

例 10.14 在 图 10.28 中 ,给 出 了 一 个 多 边 形 的 图 ( 实 线 画 出 的 ) 和 它 的 对 偶 ( 虚 线 画 出 


的 ) ,就 说 明了 上 述 方法 。 

由 上 述 的 构成 方法 不 难看 出 ,每 一 个 多 边 形 的 图 G, 其 对 偶 图 也 必定 是 一 个 多 边 形 的 
图 ,而 且 G 和 G* 是 互 为 对 偶 的 。 

定义 10.14 如果 多 边 形 的 图 G 的 对 偶 G* 同 构 于 G, 则 称 G 是 自 对 偶 图 。 

例 10.15 在 图 10.29 中 ,给 出 了 一 个 自 对 偶 图 。 


图 10. 28 对偶 图 图 10.29 自 对偶 图 


定理 10.14 若 平 面 图 G= 二 <V,E 二 是 自 对 偶 图 , 且 有 个 结 点 ,m 条 边 , 则 mm 二 2(n 一 1)。 
证 明 : 由 欧 拉 公式 知 
n—m++k=2 
由 于 图 G= 过 V,E 放 是 自 对 偶 图 , 则 有 n=k, 从 而 有 
2n—m=2 
即 
m= 2(n— 1) 
从 对 偶 图 的 定义 容易 知道 ,对 于 地 图 的 着 色 问 题 ,可 以 化 为 一 种 等 价 的 对 于 平面 图 的 结 
点 的 着 色 问 题 。 因 此 ,四 色 问 题 可 以 归结 为 证 明 : 对 任意 平面 图 一 定 可 以 用 4 种 颜色 对 其 
结 点 进行 着 色 ,使 得 相 邻 结 点 都 有 不 同 颜色 。 
定义 10.15 平面 图 G 的 正常 着 色 简称 着 色 ,是 指 对 G 的 每 个 结 点 指派 一 种 颜色 ,使 得 
相 邻 结 点 都 有 不 同 的 颜色 。 若 可 用 n 种 颜色 对 图 G 着 色 , 则 称 G 是 n 一 可 着 色 的 。 对 图 G 
着 色 时 ,需要 的 最 少 颜色 数 称 为 G 的 着 色 数 , 记 为 X(G)。 
于 是 ,四 色 定 理 可 简单 地 叙述 如 下 。 
定理 10.15 (四 色 定 理 ) 任 何 简单 平面 图 都 是 4 一 可 着 色 的 。 
证 明 一 个 简单 平面 图 是 5 一 可 着 色 的 很 容易 。 
定理 10.16 (五 色 定理 ) 任 何 简 单 平面 图 G 二 (V,E), 均 有 X(G) 志 5。 
证 明 : 只 需 考虑 连通 简单 平面 图 G 的 情形 。 对 1V | 进行 归纳 证 明 。 
当 |V|<5 时 ,显然 ,X(C) 入 5。 
假设 对 所 有 的 平面 图 G=(V,E), 当 |V| 二 & 时 ,有 X(G) 三 5。 现 在 考虑 图 Gi 二 二 Vi， 
已 二 ,|V | 一 4 十 1 的 情形 。 存 在 v。 EV' ,使 得 d(w) 和 5。 在 图 Gi 中 删 去 v ,得 图 G 一 w。 
由 归纳 假设 知 ,Gi 一 vw 是 5 一 可 着 色 的 , 即 X(Gi 一 w) 三 5。 因 此 只 需 证 明 在 Gi 中 , 结 点 mw 
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可 用 5 种 颜色 中 的 一 种 着 色 并 与 其 邻接 点 的 着 色 都 不 相同 即 可 。 

车 duw) 志 5, 则 与 vo 邻接 结 点 数 不 超 过 4, 故 可 用 与 mw 的 邻接 点 不 同 的 颜色 对 vo 着 
色 ,得 到 一 个 最 多 是 五 色 的 图 Gi 。 

车 d(wo) 二 5, 但 与 w 邻接 的 结 点 的 着 色 数 不 超过 白 岂 
4, 这 时 仍然 可 用 与 w 的 邻接 点 不 同 的 颜色 对 w 着 色 ， i 
得 到 一 个 最 多 是 五 色 的 图 G, 。 

车 d(w) 二 5, 且 与 vo 邻接 的 5 个 结 点 以 顺 时 针 排 列 


为 mmsyuyu 和 ws ,它们 分 别 着 不 同 的 颜色 红 、 白 、 黄 、 红 vo 
黑 和 蓝 , 如 图 10. 30 所 示 。 
考虑 由 结 点 集合 Vis 二 {v1v€EV(Gi 一 wp) Awv 着 红色 5 


或 黄色 } 所 诱导 的 G, 一 m 的 子 图 Ga 。 若 w ,um 属于 Gu 
的 不 同 连通 分 支 ,如 图 10. 31 所 示 , 则 将 wm 所 在 的 连通 ”图 10.30 dw)=5 且 5 个 
分 支 中 的 红色 与 黄色 对 调 ,这 样 并 不 影响 G1 一 w 的 正 党 缚 训 与 二 部 拉 
着 色 , 然 后 将 vw 涂 上 红色 即 可 得 到 G 的 一 种 五 着 色 。 

车 wu 和 ws 属于 Gu 的 同一 个 连通 分 支 , 则 由 结 点 集 Vis U {w } 所 诱导 的 G 的 子 图 
一 VaUfw},Ef 二 中 含有 一 个 圈 C, 而 w 和 w 不 能 同时 在 该 圈 的 内 部 或 外 部 , 即 w 与 wm 
不 是 邻接 点 ,如 图 10. 32 所 示 。 于 是 ,考虑 由 结 点 Va 二 {v1v€EV(Gi 一 wm)Avu 着 白色 或 黑 
色 } 所 诱导 子 图 Cs ,由 于 圈 C 的 存在 ,Ga 至 少 有 两 个 连通 分 支 ,一 个 在 C 的 内 部 ,一 个 在 C 
的 外 部 (否则 图 G, 中 将 有 边 相交 ,与 图 G 是 平面 图 的 假设 矛盾 ), 则 ww 和 vw 必 属 于 Gz4 的 
不 同 连 通 分 支 ,进行 与 上 面 类 似 的 调整 ,又 可 得 到 G, 的 一 种 五 着 色 , 故 X(G) 过 5。 由 归纳 原 
理 ,定理 得 证 。 


一 一 一 ~ 


i 
~ 红 和 


蓝 vso Ov 里 


图 10.31 w ,vs 属于 Gs 的 不 同 连通 分 支 图 10.32 vw 与 w 不 邻接 的 图 


fo.5 网 络 


本 节 以 运输 网 络 和 开关 网 络 为 例 , 介 绍 网 络 的 流 及 有 关 问 题 。 前 面 曾 介绍 过 加 权 图 的 
念 ,网 络 是 一 类 特殊 的 加 权 图 。 
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10.5.1 网 络 的 基本 概念 


实际 应 用 中 经 常 需要 考虑 网 络 和 网 络 上 的 流 , 网 络 是 一 个 很 宽泛 的 概念 ,例如 油气 管 
道 . 交 通 网 ,因特网 等 。 这 些 网 络 往往 具有 方向 性 ,并 且 网 络 的 每 条 边 上 都 有 传输 能 力 的 
限制 。 

定义 10.16 一 个 网 络 N= 二 (V, A) 是 指 一 个 连通 无 环 且 满足 下 列 条 件 的 有 向 图 。 

(1) 有 一 个 结 点 子 集 X, 其 每 个 结 点 的 人 度 都 是 0。 

(2) 有 一 个 与 X 不 相交 的 结 点 子 集 Y, 其 每 个 结 点 的 出 度 都 为 0。 

(3) 每 条 弧 都 有 一 个 非 负 的 权 值 , 称 为 弧 的 容量 。 

上 述 网 络 N 可 以 记 作 N=(V,X,Y,A,C) ,其 中 ,X 称 为 网 络 的 源 点 集 ,Y 称 为 网 络 的 
汇 点 集 ,V 和 A 分 别 为 结 点 集 和 弧 集 ,网 络 中 的 除 源 点 和 汇 点 之 外 的 结 点 称 为 中 转 点 。 源 
点 和 汇 点 在 实际 网 络 中 对 应 于 网 络 的 入 口 和 出 口 ,或 者 说 计算 机 网 络 的 源 结 点 和 目的 结 点 。 

C 为 网 络 的 容量 函数 ,容量 函数 是 定义 在 弧 集 A 上 的 非 负 函数 。 在 实际 网 络 中 , 它 对 
应 于 相应 路 线 上 的 通行 能 力 , 如 公路 的 宽度 .计算 机 网 络 的 带宽 等 。 

例如 ,在 图 10. 33 所 示 的 网 络 中 ,{zi'zs} 是 源 点 集 ,{y ,y } 是 汇 点 集 。 其 他 结 点 是 中 
转 结 点 , 弧 上 的 数字 表示 弧 的 容量 。 

如 果 一 个 网 络 中 的 源 点 集 和 汇 点 集 都 只 包含 一 个 结 点 ,我 们 称 该 网 络 为 单 源 单 汇 网 络 。 
事实 上 ,对 于 任意 网 络 N=(V,X,Y,A,C) ,在 经 过 一 定 的 处 理 后 ,都 可 以 转变 为 一 个 单 源 
单 汇 网 络 。 处 理 的 方法 为 ， 

(1) 给 网 络 N 添加 两 个 新 的 结 点 s 和 :3 


(2) 对 任意 zEX, 从 s 向 zx 添加 一 条 弧 , 其 容量 为 ~( 芭 DD co 


vE Nt (zx) 


(3) 对 任意 yEY, 从 y 向 上 添加 一 条 弧 ,其 容量 为 [或 BD cu]. 
vEN (y) 

其 中 ,N+ (z) 表 示 结 点 z 的 出 邻 点 集合 {u| (zr,v)EA},N-(y) 表 示 结 点 y 的 入 邻 点 集 
合 {ul(u,y) EA})。 新 添加 的 结 点 s 和 + 分 别称 为 人 工 源 点 和 人 工 汇 点 。 

简单 地 说 ,只 需要 在 原 有 非 单 源 单 汇 网 络 中 添加 一 个 新 的 源 点 和 一 个 新 的 汇 点 ,并 且 添 
加 从 新 的 源 点 指向 原 有 源 点 的 弧 , 再 添加 从 原 有 汇 点 指向 新 的 汇 点 的 弧 ,就 能 得 到 一 个 单 源 
单 汇 网 络 。 

对 图 10. 33 所 示 的 网 络 添加 人 工 源 和 人 工 汇 点 后 ,将 变 为 图 10. 34 所 示 的 单 源 单 汇 网 络 。 


3 VI 6 
Xl Bd x 这 1 6 pi 
L 3 SN 
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图 10.33 网 络 示例 图 10.34 单 源 单 汇 网 络 
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单 源 单 汇 网 络 是 一 种 特殊 的 网 络 , 它 在 各 种 网 络 问题 的 求解 方面 比 非 单 源 单 汇 网 络 更 
为 简单 。 由 于 任意 网 络 都 可 以 转化 为 单 源 单 汇 网 络 , 后 续 章节 中 对 网 络 流 的 讨论 都 可 以 只 
考虑 单 源 单 汇 网 络 。 

在 一 些 实际 应 用 中 ,需要 考虑 弧 和 结 点 都 有 容量 限制 的 网 络 。 例 如 ,在 某 些 网 络 中 , 需 
要 考虑 结 点 的 缓存 大 小 ,此 时 结 点 的 转发 能 力 会 受到 限制 。 结 点 能 力 的 限制 并 不 能 直接 在 
图 上 体现 出 来 ,对 于 这 样 的 情况 ,可 以 进行 一 次 转换 ,其 方法 为 : 将 中 转 能 力 受 限 的 结 点 分 
裂 为 两 个 结 点 ,并 且 在 这 两 个 结 点 之 间 加 入 一 条 弧 ,这 样 就 可 以 利用 这 条 新 加 入 的 弧 来 表示 
结 点 的 转发 能 力 受 限 。 

经 过 转化 为 单 源 单 汇 网 络 并 将 结 点 能 力 的 受 限 转化 为 弧 的 受 限 后 ,实际 网 络 问题 可 以 
转化 为 图 论 中 的 网 络 问 题 。 


10.5.2 网 络 流 


网 络 流 理论 最 初 由 Ford (Lester Ford, 1927 一 ) 和 Fulkerson (Delbert Fulkerson， 
1924 一 1976) 于 1956 年 创立 ,包括 理论 与 算法 两 部 分 。 网 络 流 理论 的 关键 是 在 网 络 中 引入 
了 了 * 流 ”的 概念 。 在 我 们 的 日 常生 活 中 有 大 量 的 网 络 ,如 电网 ,水 管 网 ,交通 运输 网 .通信 网 
等 ,这 些 网 络 中 ,“ 流 ”都 是 普遍 存在 的 。 近 年 来 在 解决 网 络 方面 的 有 关 问 题 时 ,网 络 流 理论 
发 挥 了 重要 作用 。 在 网 络 流 理 论 中 ,各 种 流 问 题 是 其 中 的 关键 ,包括 最 大 流 、 最 小 费用 流 等 。 
要 研究 网 络 流 理论 ,首先 需要 明确 什么 是 可 行 流 。 

定义 10.17 可 行 流 。 网 络 N= 二 (V,X,Y,A,C) 中 的 一 个 可 行 流 是 指定 义 在 A 上 的 一 
个 整 值 函数 了 ,使 得 : 

(1) 对 任意 a€EA,0 三 f(a) 三 cl(a) (容量 约束 ); 

(2) 对 任意 vEV 一 (XUY) , 广 (u 一 三 (o) (流量 守恒 )。 

其 中 , 广 () 表 示 点 必 处 人 弧 上 的 流量 之 和 , 即 流入 v 的 流量 之 和 ; f+ (v) 表 示 点 wv 处 
出 弧 上 的 流量 之 和 , 即 从 wv 流出 的 流量 之 和 。 

也 就 是 说 ,可 行 流 满足 两 个 条 件 : 一 是 容量 约束 , 即 可 行 流 在 某 一 弧 上 的 流量 小 于 该 弧 
的 容量 ; 二 是 流量 守恒 , 即 流入 某 一 中 转 点 的 流量 等 于 流出 该 点 的 流量 。 

需要 强调 的 是 ,可 行 流 总 是 存在 的 ,如 果 f(a) 一 0, 这 个 流 称 为 零 值 流 。 

对 于 网 络 N 中 任意 可 行 流 f 和 任意 结 点 子 集 S, 从 S 中 流出 的 流量 记 为 f+ (5), 它 表 
示 从 S 中 结 点 指向 S 外 结 点 的 弧 上 的 流量 之 和 ; 流入 S 的 流量 记 为 1(S) ,表示 从 S 外 结 点 
指向 S 中 结 点 的 弧 上 流量 之 和 。 

对 于 可 行 流 了 来 说 ,流量 是 一 个 重要 指标 , 它 的 定义 如 下 。 

定义 10.18 设 太 是 网 络 N 一 (V,X,Y,A,C) 中 的 一 个 可 行 流 , 则 必 有 f+ (X) 一 
广 (Y)。 广 (CX)( 或 广 (Y) ) 称 为 流 三 的 流量 , 记 为 Val f。 

流 是 网 络 中 的 重要 概念 ,在 实际 网 络 问题 中 ,经 常 需要 求解 与 流 相关 的 问题 ,例如 网 络 
的 最 大 流 等 。 

所 谓 最 大 流 , 是 指 网 络 N 中 流量 最 大 的 可 行 流 。 网 络 的 最 大 流 对 于 实际 应 用 具有 重要 
意义 ,例如 ,公路 网 络 中 获得 最 大 的 运输 量 、 计 算 机 网 络 中 获得 最 大 的 转发 增益 等 。 为 了 得 
到 网 络 的 最 大 流 ,L. R. Ford 和 D. R. Fulkerson 在 1956 年 提出 了 著名 的 最 大 流 最 小 制定 
理 , 巧 妙 地 将 流 与 制 对 应 起 来 ,将 最 大 流 问 题 转 化 为 最 小 割 问题 。 


定义 10.19 设 N=(V,z,y,A,0) 是 一 个 单 源 单 汇 网 络 。 假 设 网 络 中 的 某 些 结 点 组 成 
集合 S$,SEV,S=V 一 S$。 用 (S,S) 表 示 尾 在 S 中 而 头 在 S 中 的 所 有 弧 的 集合 ( 即 从 S 中 的 
结 点 指向 S 之 外 结 点 的 所 有 弧 的 集合 )。 如 果 zES, 而 >ES, 则 称 弧 集 (S,S) 为 网 络 N 的 
一 个 制 。 

一 个 割 (S,S) 的 容量 是 指 (S,S) 中 各 条 弧 的 容量 之 和 , 记 为 Cap(S,S)。 

例如 ,在 图 10. 34 中 所 示 的 单 源 单 汇 网 络 N 中 , 令 S= 一 fs,zvz um) 则 制 (S,S) 一 
{ziuyzvyuyyvayz}, 制 的 容量 Cap(S,S)==11。 

对 网 络 N 中 的 任意 流 f 和 任意 割 (S,S), 流 f 的 流量 等 于 流出 S 的 流量 与 流入 S 的 流 
量 之 差 , 即 Val f= f+(S) 一 f-(S)。 

网 络 N 可 能 存在 多 个 割 ,各 个 割 的 容量 并 不 一 定 相 等 ,其 中 容量 最 小 的 一 个 割 称 为 网 
络 N 的 最 小 割 , 即 如 果 网 络 N 不 存在 割 K 使 得 Cap K' 二 Cap K , 则 制 kK 称 为 网 络 N 的 最 
小 割 。 

定理 10.17 最 大 流 最 小 制定 理 的 基本 内 容 为 : 任 一 网 络 N= 二 (V,X,Y,A,C) 中 ,最 大 
流 的 流量 等 于 最 小 割 的 容量 。 

实际 上 , 制 就 是 一 个 弧 的 集合 ,如 果 去 掉 这 些 弧 ,就 可 以 把 网 络 * 分 割 ” 成 分 别 包含 了 源 
点 和 汇 点 的 两 部 分 。 由 于 从 源 点 到 汇 点 必须 要 经 过 这 些 弧 ,因此 ,如 果 能 求 出 最 小 的 割 集 ， 
就 能 得 到 最 大 流 。 

最 大 流 最 小 制定 理 对 于 求解 最 大 流 具 有 非常 重要 的 指导 意义 ,关于 怎样 求解 网 络 的 最 
大 流 , 将 在 下 一 节 介 绍 。 


10.5.3 网 络 最 大 流 求解 


如 果 能 使 网 络 流 达 到 最 大 流 , 则 可 以 最 大 化 利用 网 络 资源 ,在 物资 流 网 络 中 ,能 使 物资 
的 运输 最 大 化 ,在 通信 网 络 中 ,能 最 大 化 信息 传输 量 , 使 信息 传输 量 逼 近 Shannon 极限 。 因 
此 ,求解 网 络 最 大 流 是 网 络 流 理论 中 的 重要 课题 。 

对 于 给 定 的 网 络 N= 二 (V,z,y,A,C), 怎 样 求 N 的 最 大 流 ? 最 大 流 最 小 制定 理 给 出 了 
最 大 流 流量 的 一 个 度量 ,但 是 怎样 求解 最 大 流 并 不 能 直接 根据 最 大 流 最 小 制定 理 得 到 。 

一 种 比较 简单 的 思路 是 : 使 流 逐 渐 增 大 ,直到 不 能 增加 为 止 ,这 样 得 到 的 流 应 该 就 是 最 
大 流 。 实 际 上 ,这 正 是 求解 最 大 流 的 几 种 常用 方法 的 基本 原理 ,可 以 用 最 大 流 最 小 割 定理 证 
明 这 一 方法 的 正确 性 。 问 题 在 于 ,应 该 选择 哪些 弧 增 加 流量 ,以 及 何 时 才 算 是 不 能 增加 了 。 
为 了 解决 这 些 问 题 , 需 要 引入 可 增 路 的 概念 。 

如 果 采 用 逐渐 使 流 增 大 的 方法 求解 最 大 流 , 首 先 需要 确定 流 是 否 还 可 以 继续 增 大 ,这 就 
需要 用 到 可 增 路 的 概念 。 在 介绍 可 增 路 之 前 先 来 回顾 路 的 概念 。 

如 果 u,v 是 网 络 N 二 (V,z,y,A,C) 中 任意 两 点 ,P 是 N 的 底 图 中 的 一 条 连接 与 v 的 
路 , 若 规 定 路 PP 的 走向 为 从 w 到 wv, 则 称 这 样 规定 了 走向 的 路 了 为 网 络 N 中 一 条 从 到 vw 
的 路 ,简称 为 u-v 路 。 特 别 地 ,一 条 从 源 zx 到 汇 y 的 路 称 为 一 条 zx-y 路 。 

路 的 概念 在 网 络 中 有 非常 重要 的 应 用 ,在 计算 机 网 络 中 ,从 源 结 点 到 目的 结 点 的 一 条 路 
径 称 为 路 由 , 它 就 是 一 条 从 源 结 点 到 目的 结 点 的 路 。 

根据 给 定 的 xu 路 ,可 以 得 到 一 些 与 路 相关 的 弧 的 概念 。 
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定义 10.20 设 P=uu…uv 是 网 络 N= 二 (V,z,y,A,O) 中 一 条 wu-v 路 , 若 弧 二 vi,vn 记 EE 
A, 则 称 此 弧 为 w-v 路 已 的 一 条 正 向 弧 ( 或 称 前 向 弧 、 顺 向 弧 ) ,车 弧 过 vi ,vi 记 EA, 则 称 此 
弧 为 wu 路 尸 的 一 条 反 向 弧 ( 或 称 后 向 弧 、 首 向 弧 )。 将 xu 路 已 所 经 过 的 弧 ( 无 论 正 向 弧 
还 是 反 向 弧 ) 称 为 路 PR 上 的 弧 。 

在 图 10. 35 中 的 网 络 N 中 ,zx-y 路 P= 
zvivsuay 上 ,所 有 弧 都 是 正 向 弧 ; 而 在 z-y 路 
Q=xzuuwrvy 上 , 弧 王 zw 二 和 二 mw,y 二 是 正 向 
弧 , 而 二 vw,ww 宝 和 二 vs,w 二 是 反 向 弧 。 可 以 看 “ 
出 ,对 于 同一 条 弧 二 v ,w 二 ,在 路 已 中 为 正 向 弧 ， 
而 在 路 Q 中 为 反 向 弧 。 可 见 , 一 条 弧 是 正 向 弧 还 
是 反 向 弧 与 路 的 选择 有 关 。 

在 计算 机 网 络 中 ,路 由 的 选择 与 每 条 链 路 的 本 85 下 由 本 号 区 向 可 去 便 
容量 相关 ,为 了 选择 合适 的 路 由 ,需要 考虑 包括 正 
向 弧 和 反 向 弧 以 及 弧 的 容量 。 有 了 上 面 对 路 和 正 向 弧 反 向 弧 的 介绍 ,就 可 以 对 可 增 路 进行 
明确 的 定义 。 

定义 10.21 假设 /是 网 络 N=(V,X,Y,A,C) 中 的 一 个 可 行 流 ,w 是 NN 中 任意 一 点 ， 
P 是 网 络 N 中 的 一 条 zx 路 ,如 果 对 路 P 上 的 任 一 条 弧 a ,都 有 : 

(1) 若 弧 & 是 已 的 正 向 弧 , 则 c(o) 一 Fo) 二 0; 

(2) 若 弧 & 是 已 的 反 向 弧 , 则 Fe) 二 0。 

则 称 P 了 是 NN 的 一 条 了 可 增 zx-u 路 。 特 别 地 ,NN 中 的 一 条 了 可 增 z-y 路 可 简称 为 N 的 
一 条 了 可 增 路 。 

对 于 N 中 任意 一 条 了 可 增 路 P 和 P 上 任意 一 条 弧 a ,假设 


cq) 一 f(a)，a 是 P 的 正 向 弧 
Afla) = 
f(a), a 是 P 的 反 向 弧 


沿路 P 可 增加 的 流量 为 Af(P) 二 min{Af(a)}) ,这 一 值 称 为 了 可 增 路 P 上 流 的 增 量 ( 可 
增 量 ) 。 

在 图 10. 36 中 ,每 条 弧 上 括号 内 的 数字 为 弧 的 容量 ,括号 外 的 数字 为 当前 流 在 弧 上 的 流 
值 。 图 10. 36 中 的 虚线 表示 z-y 路 。 由 于 AF(z,w) 王 6 一 1 一 5,Af(w,u) 王 2,AF(u um) 一 
5,Af(vs,y) 二 4 一 0 一 4, 可 增 量 为 Af(P) 一 415,2,5,4} 一 2。 因 此 ,路 已 是 N 中 的 可 增 
路 ,其 可 增 量 为 2。 增 流 后 的 网 络 如 图 10. 37 所 示 。 


图 10.36 网 络 的 可 增 路 图 10.37 增 流 后 的 网 络 
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可 增 量 在 求解 网 络 的 最 大 流 问题 时 非常 重要 ,求解 网 络 最 大 流 问题 的 几 种 常用 算法 都 
是 基于 可 增 量 方法 的 。 
下 面 介绍 最 大 流 问题 求解 的 两 种 经 典 算法 : 标号 算法 和 Dinic 算法 。 


1. 标号 算法 


在 前 面 中 ,我 们 介绍 了 可 增 路 的 概念 ,根据 可 增 路 的 求解 过 程 ,可 以 使 网 络 的 流 增 大 。 
因此 可 以 利用 可 增 路 来 求解 网 络 的 最 大 流 。 

标号 算法 就 是 由 可 增 路 的 概念 得 到 的 。 其 基本 原理 为 : 

对 于 一 个 网 络 N 中 的 一 个 可 行 流 了 ,如 果 能 找到 N 中 的 一 条 下 可 增 x-y 路 PP, 则 可 沿 
着 已 修改 流 的 值 , 得 到 一 个 流量 更 大 的 可 行 流 f。 修 改 后 流 的 流量 为 Val 广 = Val f 十 
Af(P), 

如 果 反复 找 N 中 的 可 增 路 , 沿 着 可 增 路 将 流量 扩大 ,直到 找 不 出 可 增 路 为 止 ,就 可 以 达 
到 最 大 流 。 

那么 ,怎样 判断 可 行 流 了 的 可 增 路 是 否 存 在 呢 ? 或 者 说 怎样 找 了 的 可 增 路 ? 

解决 这 一 问题 需要 使 用 Ford-Fulkerson 标号 法 ,标号 过 程 如 下 。 

设 网 络 N=(V,z,y',A,C) 中 当前 可 行 流 为 f。 从 源 点 工 开始 ,首先 给 工 标 上 ce , 即 
Lz) 一 co(z 称 为 已 标 未 查 结 点 ,其 他 结 点 称 为 未 标 未 查 结 点 ) 。 

任 选 一 已 标 未 查 结 点 wx ,检查 其 所 有 尚未 标号 的 邻 点 。 

(1) 对 x 的 尚未 标号 的 出 邻 点 w( 即 wz>>EA), 若 cCue,o 二 Guo), 则 给 标号 

L(V) 一 min{lGw) yclusv) 一 f(usv)}，(v 称 为 已 标 未 查 结 点 ) 
否则 ,不 给 v 标 号 。 

(2) 对 的 尚未 标号 的 入 邻 点 w( 即 二 u,zx>EA), 若 Fu 二 0, 则 给 v 标 号 

1(v) 二 min{1(w) ,flus,v)}，(v 称 为 已 标 未 查 结 点 ) 
否则 ,不 给 v 标 号 。 

当 检 查 完 4 的 所 有 邻 点 之 后 .u 称 为 已 标 已 查 结 点 。 

反复 进行 上 述 操作 ,最 终结 果 有 两 种 情况 : 

(1) 汇 点 y 获得 标号 ,此 时 已 经 得 到 了 太 的 可 增 流 ; 

(2) y 点 没有 获得 标号 ,并 且 已 经 没有 已 标 未 查 结 点 ,此 时 当前 的 流 f 就 是 最 大 流 。 

图 10. 38 演示 了 网 络 N 从 零 值 流 开始 ,利用 标号 算法 求 最 大 流 的 过 程 。 在 每 条 弧 上 ， 
括号 外 的 数字 表示 当前 流 值 ,括号 里 的 数字 表示 弧 的 容量 。 在 每 个 结 点 旁边 有 一 组 3 元 标 
号 。 在 这 个 3 元 标号 中 ,第 一 个 元 素 表 示 该 点 的 标号 值 是 通过 哪个 点 获得 的 , 它 用 于 反 向 追 
踪 可 增 路 ; 第 二 个 元 素 的 正 或 者 负 表示 标号 的 前 一 个 点 是 通过 正 向 弧 还 是 反 向 弧 连 接 到 当 
前 点 的 , 它 用 于 标识 在 增 流 时 应 该 在 弧 上 增加 流 值 还 是 减 小 流 值 ; 第 三 个 元 素 为 该 结 点 的 
标号 数值 ,表示 从 源 点 x 到 该 点 通过 当前 找到 的 可 增 路 可 以 增加 的 流 值 。 

在 图 10. 38(a) 中 ,网 络 中 的 流 是 零 值 流 。 标 号 结束 后 , 汇 点 y 获得 的 标号 为 (v ,十 ， 
7)。 标 号 的 第 一 项 为 当前 点 的 前 一 个 点 ,根据 这 一 点 可 以 反 向 追踪 得 到 可 增 路 zwwy; 标 
号 的 第 3 项 表示 可 以 增加 的 流 值 ,也 就 是 说 可 以 增加 7 个 单位 的 流量 。 据 此 ,我 们 可 以 对 网 
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0(8) 
x 
(+, ~”) 
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0(8) 0 
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(qd) 第 三 次 增 流 一 一 最 大 流 
图 10.38 标号 算法 示例 
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络 进行 增 流 , 得 到 图 10. 38(b) 。 

在 图 10. 38(b) 中 ,标号 结束 后 y 获得 的 标号 为 (vw, 十 ,5)。 根 据 标号 的 第 一 项 可 以 反 
向 追踪 得 到 可 增 路 xviwvsy, 这 条 可 增 路 能 增加 的 流 值 为 5。 增 流 后 可 以 得 到 图 10. 38(c) 。 
同样 ,可 以 从 图 10. 38(c) 再 次 增 流 , 得 到 图 10. 38(d) ,此 时 ,已 经 没有 已 标 未 查 点 了 ,而 汇 点 
y 还 没有 获得 标号 ,因此 ,当前 网 络 流 已 经 是 最 大 流 了 。 

在 标号 算法 中 ,有 可 能 出 现 每 次 只 能 增加 一 个 单位 流量 的 情况 ,这 时 ,如 果 弧 的 容量 为 
7 需要 2m 次 增 流 才能 达到 最 大 流 。 可 见 , 标 号 算法 的 计算 量 不 完全 依赖 于 问题 的 规模 ( 结 
点 数 和 弧 数 ) ,还 依赖 于 弧 的 容量 。 

人 们 把 计算 量 虽 然 是 问题 规模 的 多 项 式 ,但 是 还 依赖 于 其 他 参量 的 算法 称 为 伪 多 项 式 
算法 。Ford-Fulkerson 标号 算法 就 是 一 种 伪 多 项 式 算法 。 标 号 算法 不 是 一 个 多 项 式 算法 ， 
其 复杂 度 还 依赖 于 弧 的 容量 ,因此 ,我 们 需要 复杂 度 更 低 的 算法 。Dinic 算法 就 是 一 种 改进 
的 算法 。 


2. Dinic 算法 


利用 可 增 路 可 以 求解 最 大 流 问 题 ,但 是 直接 用 可 增 路 进行 求解 的 话 , 在 复杂 度 方面 存在 
一 定 的 缺陷 。 为 此 ,Dinic 提出 了 一 种 对 增 量 网 络 进行 分 层 的 思想 。 利 用 增 量 网 络 ,可 以 得 
到 网 络 的 最 大 流 。 

定义 10.22 对 于 网 络 N= 二 (V,x,y,A,C) 和 NN 上 的 一 个 可 行 流 了 ,构造 一 个 新 的 网 络 
N( 有 = 二 (V,z,y,A(f1),C'), 其 中 A(f) 及 容量 函数 C' 定义 如 下 。 

(1) 车 过 u,v 和 EA 并 且 f(usv) 过 c(usv), 则 过 u,v 和 EA(f), 并 且 c (u,v)==c(u,v) 
—f(u,v); 

(2) 若 <x,o>>EA 并且 Fuo)>0, 则 二 ozx>>EA(CP) ,并 且 c (u,v)==f(u,v)。 

这 样 构造 的 网 络 N( 了 有 ) 称 为 网 络 N 关于 流 了 的 增 量 网 络 。 

简单 地 说 ,对 应 于 N 中 一 条 非 饱 和 流 ,N() 中 有 一 条 正 向 弧 , 其 容量 值 为 N 中 弧 的 容 
量 与 流量 之 差 ; 对 应 于 N 中 一 条 非 零 流 弧 ,N(f) 中 有 一 条 反 向 弧 , 其 容量 值 为 N 中 弧 的 
流量 。 

图 10. 39 显示 了 一 个 网 络 和 它 的 增 量 网 络 。 

在 图 10.39(a) 中 的 网 络 N 中 ,有 一 条 饱和 弧 过 xz,uw > 二 ,因此 ,在 对 应 的 增 量 网 络 
图 10.39(b) 中 ,只 有 一 条 与 之 方向 相反 的 弧 近 mw ,z 过 与 之 对 应 ; 在 网 络 N 中 ,有 两 条 零 流 
弧 过 vi ,ww 过 和 二 mw ,ww 之 ,因此 在 增 量 网 络 中 也 有 与 它们 对 应 的 弧 二 mw ,vs 这 和 过 v ,vs 之 ; 
而 对 于 网 络 N 中 的 非 零 流 非 饱和 弧 , 增 量 网 络 中 将 有 正 反 两 条 弧 与 之 对 应 。 

增 量 网 络 N( 记 中 每 条 弧 的 容量 恰好 是 N 中 对 应 弧 的 流 可 增 量 。 

在 增 量 网 络 NC) 中 ,把 从 z 到 y 的 有 向 路 称 为 增 量 网 络 N ( 户 的 z-y 有 向 路 。N(CP 
的 zx-y 有 向 路 是 与 网 络 N 中 的 zx-y 路 对 应 的 , 它 是 N 的 了 可 增 路 。 

因此 ,可 以 用 在 增 量 网 络 N(C 户 中 找 z-y 有 向 路 的 方法 来 寻找 网 络 N 的 了 可 增 路 。 这 
一 转换 关系 正 是 Dinic 算法 的 依据 。 

为 了 更 快 地 得 到 最 大 流 ,需要 对 增 量 网 络 进行 分 层 并 且 得 到 辅助 网 络 。 

定义 10.23 在 网 络 N 二 (V,z,y,A,0) 中 , 令 Vi 一 {vEVIN 中 zx 到 w 的 最 短 有 向 路 的 
长 度 为 说 。 假设 z 到 y 的 最 短 有 向 路 的 长 度 为 n. 则 : 


第 10 章 “ 几 种 特殊 图  、237 
MY 


vw 1G3) Us 


(a) 网 络 N 及 其 可 行 流 f (b) 增 量 网 络 N( 了 ) 
图 10.39 网 络 N 与 增 量 网 络 N(7) 


(1) EV yEV,s 
(2) VifMV),= 8 ,zi。 
Vi 中 的 结 点 称 为 网 络 N 的 第 i 层 结 点 。 上 述 有 向 路 的 长 度 是 指 路 上 有 向 边 的 数目 ,而 两 点 
最 短 有 向 路 指 两 点 间 有 向 边 最 少 的 有 向 路 。 
按照 上 述 分 层 原则 ,可 以 对 图 10. 40 中 的 网 络 N 进行 分 层 ， 
Vo= {rz}, Vi= {vsv}, V: = (y,v3 sw } 
分 层 后 的 网 络 如 图 10. 41 所 示 。 
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图 10.40 ” 待 分 层 的 网 络 N 图 10.41 网 络 N 的 分 层 


很 容易 看 出 ,网 络 结 点 分 层 后 , 弧 有 3 种 可 能 性 : 从 第 i 层 结 点 指向 第 ;十 1 层 结 点 ; 从 
第 i 层 结 点 指向 第 i 层 结 点 ; 从 第 i 层 结 点 指向 第 j 层 结 点 (j 过 i) 。 根 据 层 的 定义 ,不 可 能 
出 现 第 ; 层 结 点 指向 第 ;十 EC 之 2) 的 情况 。 

对 分 层 后 的 网 络 进行 进一步 的 操作 就 可 以 得 到 辅助 网 络 。 

辅助 网 络 是 在 增 量 网 络 和 网 络 分 层 的 基础 上 得 到 的 。 其 定义 如 下 。 

对 于 网 络 N= 二 (V,z,y,A,0) ,假设 N( 有 ) 是 NN 的 关于 流 了 的 增 量 网 络 。 对 N( 了 有) 的 结 
点 按照 最 短 有 向 路 进行 分 层 后 ,删除 层 数 不 低 于 y 的 结 点 ( 即 比 y 层 数 高 的 结 点 和 与 y 同 
层 的 结 点 ) ,再 删除 从 高 层 指向 低层 的 弧 和 同 层 结 点 之 间 的 弧 , 得 到 的 N(f) 的 子 网 络 称 为 
N 的 关于 流 了 的 辅助 网 络 , 记 为 AN(f)。 此 时 所 剩 下 的 各 条 弧 上 的 容量 与 N(f) 相 同 。 

图 10. 42 演示 了 从 网 络 N 到 增 量 网 络 N (了 ) ,再 对 增 量 网 络 N( 了) 进行 分 层 并 得 到 辅 
助 网 络 的 过 程 。 

有 了 前 面 介绍 的 增 量 网 络 网络 分 层 和 辅助 网 络 的 概念 之 后 ,可 以 利用 分 层 后 的 辅助 网 
络 求 最 大 流 , 这 一 算法 是 Dinic 提出 的 ,因此 称 之 为 Dinic 算法 。 
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(7) 的 分 层 网 络 辅助 网 络 4N( 了 ) 
图 10.42 网 络 N 的 增 量 网 络 、 分 层 和 辅助 网 络 示例 


Dinic 算法 可 以 从 网 络 N= 二 (V ,x,y,A,C) 的 任意 可 行 流 了 开始 ,执行 如 下 过 程 ， 

(1) 构造 增 量 网 络 N( 了 ); 

(2) 对 N( 放 分 层 并 构造 辅助 网 络 AN(7); 

(3) 求 AN( 放 中 的 一 条 z-y 有 向 路 尸 , 它 就 是 N 中 的 一 条 了 可 增 路 ; 

(4) 在 N 中 沿 着 P 增 流 得 到 更 大 的 流 ,并 去 掉 因 增 流 在 AN( 记 中 所 导致 的 饱和 弧 ,如 
果 此 时 AN( 记 中 仍然 有 xz-y 有 向 路 , 则 再 沿 着 新 的 zx-y 有 向 路 在 NN 中 增 流 ,直到 N(f) 剩 
余 网 络 中 没有 x-y 有 向 路 为 止 ; 

(5) 反复 执行 (1) 一 (4) ,直到 新 流 f 的 增 量 网 络 N (7) 不 能 分 层 到 达 y 位 置 。 

完成 上 述 步骤 后 ,网 络 N 不 再 有 了 可 增 路 ,因此 得 到 的 是 最 大 流 。 

我 们 同样 以 图 10. 38 中 的 网 络 为 例 来 演示 Dinic 算法 ,从 而 比较 标号 算法 和 Dinic 算法 
的 联系 与 区 别 。Dinic 算法 的 演示 过 程 如 图 10. 43 所 示 。 

可 以 看 出 ,执行 的 过 程 与 标号 算法 类 似 ,但 是 在 求 可 增 流 的 过 程 中 ,Dinic 算法 借助 增 量 
网 络 和 辅助 网 络 更 直观 地 得 到 可 增 流 ,为 了 演示 标号 算法 和 Dinic 算法 的 联系 ,每 次 增 流 
都 只 进行 了 一 次 ,实际 上 ,前 两 次 增 流 可 以 一 次 完成 。 在 简单 的 网 络 中 ,两 者 差别 不 大 ， 
但 是 在 复杂 的 网 络 中 , Dinic 算法 在 复杂 度 上 有 一 定 的 优势 。 下 面 来 看 Dinic 算法 的 复 


杂 


在 Dinic 算法 中 , 找 路 循环 最 多 能 进行 e 次 ,而 在 分 层 辅助 网 络 中 找 一 条 z-y 有 向 路 的 
计算 量 为 O(v) ,因此 ,算法 的 总 计算 复杂 度 为 O((v 一 1)(e 十 ev)) 二 OC(v?e)。 其 中 ,e 为 弧 的 
数量 ,wv 为 结 点 的 数量 。 在 每 次 可 增加 的 量 较 小 时 ,Dinic 算法 的 复杂 度 要 明显 低 于 标号 
算法 。 
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ww 009) 中 


网 络 N 及 其 流 万 增 量 网 络 Mo) 辅助 网 络 4N( 有 1) 及 一 条 x 路 


(a) 任意 给 定 流 求 增 量 网 络 和 辅助 网 络 


2(8) 
x y y 
7(7) 
vs 7(9) vw, 
增 流 后 的 网 络 流 矿 增 量 网 络 MD 辅助 网 络 4NCJD) 及 一 条 zx- 路 
(b) 第 一 次 增 流 后 求 增 量 网 络 和 辅助 网 络 
5(8) 
x 
7(7) 
vw 79) vs 
增 流 后 的 网 络 流 太 增 量 网 络 MA) 辅助 网 络 4N(A) 及 一 条 xz- 路 


(c) 第 二 次 增 流 后 求 增 量 网 络 和 辅助 网 络 


vl 5(9) U3 


vw» 99) va 
(d) 最 终 得 到 的 最 大 流 
图 10. 43 ”Dinic 算法 执行 过 程 


10.5.4 开关 网 络 


开关 网 络 是 计算 机 设计 中 的 重要 课题 ,在 其 他 通信 系统 方面 也 有 应 用 。 可 以 把 开关 网 
络 看 作 是 一 个 无 向 连通 图 。 图 的 每 一 条 边 都 对 应 某 一 布尔 变量 x; 作为 该 边 的 权 。 而 x; 可 


以 看 作 是 该 边 上 的 接触 开关 , 当 开关 接 通 时 zx; 取 值 1 ,否则 zx; 取 值 0。 这 样 的 一 个 开关 网 
络 上 Gn 表示 。 
定义 10.24 设 a,b 是 开关 网 络 Gy 上 两 个 结 点 ,而 Ps? 是 a,b 两 点 间 的 道路 ,其 中 二 


(8) 
1,2,…,n 车 P 久 道路 上 各 边 的 权 的 连 乘 积 为 |, 并 令 
ab 
fn = 3 Il 


k=1 ab 
则 称 fs 为 开关 网 络 Gy 关 于 结 点 a,b 的 开关 函数 。 

例 10.16 在 图 10.44 中 心间 的 道路 有 

TI1TITI rT2 TH Tg TITZ5T8 IT27T677 TI1T3T674T8 7T2T475T3T7TyT27673T578 TI1T5T4T67 


故 有 


fs 三 Zizszy 十 ToT4zs 十 ZIZ5Zs 十 ZazT67 


十 ZiZsZ6Z4Zs 十 ITZ4Z5Z3Z7 十 TT6T3Ts Ts 


十 Zizs5Z4Z627 
上 式 中 的 乘积 为 逻辑 乘 , 和 为 逻辑 和 , 故 服从 逻辑 运算 规则 
1 十 zx 一 1,z 十 工 一 1,zz 一 0 
十 工 一 KZ 一 工 十 zy 一 工 


其 中 ,布尔 变量 zi ,x2，,…,zxs 可 以 是 独立 的 变量 ,也 可 以 是 相同 的 。 例 如 若 


Z1 一 Ty Te 一 工 ， Ta 一 Z， T= 


Ts y, Xs y, Xr ry os i 


fu = zzrizreriryrizryrirrzyzr 
由 布尔 量 的 运算 法 则 ,上 述 开关 函数 可 以 简化 为 
fs = zrizeriayr tryr 
如 果 开 关 网 络 Gy 的 所 有 边 的 权 都 不 相同 时 , 称 为 是 简单 接触 的 网 络 , 故 简单 接触 开关 
网 络 中 的 开关 都 是 独立 的 , 即 可 以 独立 地 接 通 或 断 开 。 
例如 图 10. 45(a) 是 简单 接触 网 络 ,而 图 10. 45(b) 则 不 是 。 图 10. 45(a) 的 开关 函数 fs 为 
fo = Tw yt rv yw 


而 图 10.45(b) 的 开关 函数 fs 为 


f= zw rw zy zt wyw 


= za zw yw 
一 W(Z 十 工 ) 十 yw = wyw 


=w 


图 10.44 例 10.16 图 10.45 判断 是 否 为 简单 接触 网 络 
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下 面 介绍 传输 矩阵 与 连接 矩阵 。 
定义 10.25 对 于 开关 网 络 Gv 王 二 V,E>, 有 和 矩阵 


F = (fs)rxn 
其 中 


1 元 二 j 时 
汤 二 | Gi,j 一 1,2, nn =|V |) 


结 点 i,j 间 的 开关 函数 ,i 关 j 时 
则 称 窍 阵 下 为 开关 网 络 的 传输 矩阵 。 
而 对 矩阵 A 二 (aj ),x, ,其 中 


1,i 二 时 
= (ee i,j 间 不 相连 时 
结 点 i,j 间 边 的 权 和 ,其 他 情况 时 
则 称 和 矩阵 4 为 开关 网 络 G、 的 连接 矩阵 。 
如 果 说 连接 矩阵 A 类 似 于 邻接 矩阵 ,而 传输 矩阵 颇 与 路 径 
和 矩阵 相当 ,不 难得 到 关系 式 


F= Ace-D 
这 里 A” ?是 和 矩阵 A 的 n 一 1 次 蝴 , 不 过 乘 是 多 辑 乘 , 和 是 
逻辑 和 ,并 服从 逻辑 运算 法 则 。 
例 10.17 简单 接触 网 络 如 图 10. 46 所 示 。 图 10.46 例 10.17 图 
1 名 对 对 
1 汤 训 0 
Zw 1 mw 0 
3 ts Ks 1 
410 0 xz 1 
1 wi ‘i 办 LL 训 济 0 
六 i 1 zs 0 mi 1 加 可 
mE ws 1 a wy ms 1 ww 
0 二 @ WW mi 出 
1 十 zizi 十 zzz Zi 十 Zi 十 zzzs Ws wins xy Tard 
a i Be 1 mi Ti Fy X34 
mF 六 十 高 闻 汶 十 萄 二 六 丰 1 十 翅 古 及 ”六 填 名 


T2T4 TaT4 rd 下 2 
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4 


这 里 A 就 是 结 点 i,j 间 “ 不 超过 两 步 " 走 到 的 道路 的 开关 函数 为 


1 ym i 0 1 沽 /人 
而 二 曾 十 1 Ts iis ym 六 本 本 坦 
wi 中 wrs Tr wins 1 4 wi Wy YY a 
| ww Tse wy I 0 1 
「 1 Xl 十 Xsxs Z2 十 Tizs Tt(Czs 十 Zizs) 
4 1 zy 
加 a Ts 十 IIZ2 业 EF 
[zxst rr) (zs 十 TizZz) Xa | 


下 面 介绍 简单 接触 网 络 的 实现 问题 和 它 的 算法 , 即 已 知 结 点 a,b 间 的 开关 函数 ,要 求 设 
计 一 个 开关 网 络 Gn ,使 之 满足 这 个 开关 函数 所 能 确定 的 功能 。 结 果 不 唯一 ,但 要 求 开关 网 
络 尽 可 能 简单 ,也 就 是 要 求 接触 开关 为 简单 接触 。 
定理 10.18 车 a,b 是 开关 网 络 Gw 的 两 个 结 点 ,eo 二 二 a,5 记 , 则 对 于 Gn 中 不 含 eo 边 
的 回路 工 , 必 有 a,b 间 的 道路 P,P ,使 L 二 PP 四 PP , 即 回路 工 为 道路 P 引 与 P 信 的 对 
证 明 : 分 3 种 情况 分 别 讨论 如 下 。 
(1) 车 回路 工 经 过 a ,2 两 结 点 时 ,显然 L 由 a .6 间 的 两 条 道路 P,P 组 成 , 即 
Le=P2 OBE? 
(2) 车 eo 边 只 有 一 端点 ( 设 为 a) 在 回路 L 上 ,如 图 10.47(a) 所 示 , 由 5 点 出 发 到 a 点 的 
道路 中 与 回路 工 的 第 一 个 汇合 点 设 为 &,6b 点 到 k 点 的 这 一 段 道路 设 为 Pw , 则 
pS 一 po U Pu ， EP Ca BE U Pu 
L=P»@P? 


e0 0 


Pi ~ QD 
\ -= A 
/ 
\L2 \ 5 
pp eo 
PO) 
3 
(a) (b) 


图 10.47 定理 10.18 证明 


(3) 如 果 eo 边 的 两 个 端点 a,b 都 不 在 回路 L 上 ,如 图 10.47(b) 所 示 ,a,b 间 的 一 条 道路 
与 上 的 前 后 会 合 点 分 别 为 / 和 。 令 
PB» "Rs UP U Pu 
下 多 = Pa UPR UEs 
L=PS@PY 
但 是 ,对 于 简单 接触 网 络 , 不 同 的 边 对 应 于 不 同 的 权 , 也 就 是 边 e; 和 布尔 变量 zx; 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 的 关系 。 所 以 ,对 于 简单 接触 网 络 ,给 定 了 a,5b 间 的 开关 函数 ,这 个 网 络 在 
mod 2 意义 下 可 以 唯一 地 确定 。 
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例如 ,对 图 10. 48 定义 道路 矩阵 P 一 (Pi );x; ,其 中 
1， 设 道路 P32 通过 zi 边 时 


0， 其 他 
得 

下 
站岗 .全 生 ,区 
下 
P=4l0 1 10001 
3 pe 0 
9 ru 
A i | 


TI Ts Ts 4 Ts Te Xi 
若 在 图 10. 48 中 过 a,b 点 引 一 条 边 ze ,可 得 其 回路 矩阵 C 一 (cy )yxs ,其 中 
1， 若 回路 c; 过 zi 边 


0， 其 他 


图 10.48 在 a,b 中 引 一 条 边 


显然 ,只 要 在 和 矩阵 了 增加 与 x。 对 应 的 元 素 均 为 1 的 一 列 , 则 可 得 矩阵 


lova wa 1 
1 并 
FE 
G=|I0 1 1000 1 1|4 
I 
1 
| 


TI 2 3 Ta Ts Te 7 To 


几 种 特殊 图 


把 矩阵 G 的 第 1 行 分 别 与 第 2、3 行 相 加 ,并 作 mod 2 运算 ,这 相当 于 第 1 行 所 对 应 回 
路 与 第 2、3 行 对 应 的 回路 分 别 作对 称 差 。 同 时 ,第 4 行 分 别 与 第 5、6、7 行 作 类 似 运算 得 


矩阵 
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me 
EE 
1 
C=|I0 1 1000 1 11|4 
0 
在 
1 


TI Tz Ts3 Ty Ts Te Tr To 


和 矩阵 C; 中 的 第 2 行 与 第 6 行 相同 ,第 3 行 则 与 第 5 行 相 同 , 故 从 中 去 掉 第 5.6 两 行 ,得 


LL 
LR I 
G=|I0000111 03 
| 
oT nr 


TI Te Ts Ta Ts Te TXT1 To 


把 Cs 中 的 第 2 行 分 别 加 到 第 4.7 行 ,得 


1000001111 
ld HE 
Cet=I00001110|3 
1 
Oo LT OO7 


ZI Xs Xs3 Ty Xs Xe Xi To 


由 于 第 3 行 与 第 7 行 相同 ,故去 掉 第 7 行 ,得 


' 症 人 
1 
本 三 
WW 
0 
Ry 2 Ts Th TE TY Th Tt 
改变 列 的 次 序 可 得 回路 矩阵 
L TW vw DT Wi 
oh 1 i i oe 
C= : 
i 
(0 i 
TI Ts3 Ts 2 T4 Te 7 Xo 
如 果 把 第 1 行 加 到 2、3 行 ,并 改变 列 的 次 序 , 得 
hf ww Oa 0 i 
凡生 到 
= : 
六 
人 0 Ww I 


wr Wy i 
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从 Cj 矩阵 得 a ,6 间 的 下 列 4 条 道路 , 叫 作 这 个 网 络 的 基本 道路 。 
P= {zsz1}, P, = {zisZ3 Tre} 
P; = {zi,xssxe}, P= {zz ,x4 Te} 
又 设 a,b 间 的 开关 函数 为 
fos = Ti1T3 十 Ziz4 ToTs + zx 


加 感光 了 


引 人 区 
C 一 

刘 罗 3 和 汪 1 
40 1 0 1 1 


ty Mp My my hy 

在 a,b 间 加 进 一 条 边 x 二 二 a,6 记 ,可 得 回路 矩阵 。 

把 C 的 第 1 行 加 到 第 2 行 ,第 3 行 加 到 第 4 行 , 作 mod 2 运算 得 
I 


O01 1 RE 
秆 二 

i 

0 1 0 1 0J4 


TI Ts TX3 IT4 Xo 
Ci 的 第 2 行 与 第 4 行 相同 ,故去 掉 第 4 行 得 
1 访 心 i 
下 下 六 下 下 把 
0 


TI Xs IT3 T4 Xo 


在 矩阵 Cs 中 与 ze 对 应 的 列 的 元 素 不 全 为 1。 显 然 ,该 列 中 元 素 为 1 的 行 对 应 一 条 从 a 
到 4 的 独立 道路 (如 图 10. 49 所 示 ) ,这 些 独立 道路 的 对 称 差 就 不 一 定 生 成 所 有 回路 。 


10.49 从 a 到 5b 的 独立 道路 


上 面 的 定理 建立 了 a,b 两 结 点 间 的 开关 网 络 Gx 的 从 结 点 a 到 结 点 4 的 道路 与 回路 之 
间 的 关系 ,现在 转 入 讨论 给 定 了 开关 函数 fs 后 ,如 何 实 现 这 个 网 络 的 问题 。 

下 面 举例 说 明 算法 。 

例 105:18 设 刻 = 证 TTL | oe Lyi rr 
+ 

引进 边 过 a,5 二 二 zo ,并 从 回路 矩阵 出 发 ,通过 一 系列 初等 变换 ,目的 要 得 出 基本 回路 和 矩 
阵 , 步 又 如 下 : 


第 一 步 : 写 出 矩阵 
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NA 


忆 己 乙 乙 一 一 一 


Ooo 


0 


Oo 


0 


TI Ta2 Xs 


从 基本 回路 矩阵 可 知 ,图 Gy 有 疡 一 9, 余 树 边 数 一 4, 树 的 边 数 一 5,z 一 6。 


第 二 步 : 从 基本 回路 矩阵 
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oo~o~or- 
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Ts 


Gs = (dati 
与 基本 制 集 矩 阵 Sy 的 关系 
= 
可 得 矩阵 Sy 
|) 
1 
si/=|1011 
|! 
| 
Wy Ti Te Te 
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0 
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0 1 
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ooo-~o 
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~Oooor- 
一 一 司 一 避 Oo 
大 
IRON 


对 


X17 Xs Xo 


Ca) 


i 


© o-oo 
[= 


0 
0 
0 
0 
1 


Xs Xi Xo 


对 和 矩阵 Sj 进行 下 列 一 系列 初等 变换 , 便 能 得 到 一 个 每 列 至 多 有 两 个 元 素 1 的 矩阵 。 


| 
1 才 
| 
) 
1 TY 


ES 


oo~o 
SS ® ©: © 
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0 


mm 2 2 
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0 
0 
0 
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1 
0 
0 
1 


0 


Te 


©O oo~o 


Ooor- 
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SS = oo 
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7 


加 第 5 行 于 1 行 
加 第 3 行 于 5 行 
加 第 4 行 于 3 行 


王 口 口 口 一 


To 


第 三 步 : 对 上 面 所 列 的 矩阵 增加 最 后 一 行 ,使 得 每 列 有 两 个 元 素 1, 于 是 得 关联 矩阵 
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一 避 oo 
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根据 基本 道路 矩阵 与 关联 和 矩阵 ,可 得 开关 网 络 图 (去 掉 zo 边 ) 如 图 10. 50 所 示 。 


10.50 ”开关 网 络 图 


fo.6 图 的 实例 分 析 


10.6.1 中 国 邮递 员 问 题 


1962 年 我 国 的 管 梅 谷 首先 提出 并 研究 了 如 下 的 问题 邮递 员 从 邮局 出 发 经 过 他 投递 
的 每 一 条 街道 ,然后 返回 邮局 ,邮递 员 希 望 找 出 一 条 行走 距离 最 短 的 路 线 。 这 个 问题 被 外 国 
人 称 为 中 国 邮递 员 问 题 (Chinese Postman Problem)。 

我 们 把 邮递 员 的 投递 区 域 看 作 一 个 连通 的 带 权 无 向 图 G, 其 中 G 的 结 点 看 作 街道 的 交 
又 口 和 端点 ,街道 看 作 边 , 权 看 作 街道 的 长 度 。 解 决 中 国 邮 递 员 问 题 ,就 是 在 连通 带 权 无 向 
图 中 ,寻找 经 过 每 边 至 少 一 次 且 权 和 最 小 的 回路 。 

如 果 对 应 的 图 G 是 欧 拉 图 ,那么 从 对 应 于 邮局 的 结 点 出 发 的 任何 一 条 欧 拉 回路 都 是 符 
合 上 述 要 求 的 邮递 员 的 最 优 投递 路 线 。 

如 果 图 G 只 有 两 个 奇 结 点 x 和 y, 则 存在 一 条 以 x 和 y 为 端点 的 欧 拉链 ,因此 ,由 这 条 
欧 拉链 加 x 到 > 最 短路 即 是 所 求 的 最 优 投递 路 线 。 

如 果 连 通 图 G 不 是 欧 拉 图 也 不 是 半 欧 拉 图 ,由 于 图 G 有 偶数 个 奇 结 点 ,对 于 任意 两 个 
奇 结 点 x 和 yy, 在 G 中 必 有 一 条 路 径 连接 它们 。 将 这 条 路 径 上 的 每 条 边 改 为 二 重 边 ,得 到 新 
图 厅 , 则 z 和 > 就 变 为 有 Hi 的 偶 结 点 ,在 这 条 路 上 的 其 他 结 点 的 度数 均 增加 2, 即 奇偶 性 不 
变 , 于 是 Hi 的 奇 结 点 个 数 比 G 的 奇 结 点 个 数 少 2。 对 Hi 重复 上 述 过 程 得 日 ; ,再 对 H, 重 
复 上 述 过 程 得 万 ; ,… ,经 车 干 次 后 .可 将 G 中 所 有 结 点 变 成 偶 结 点 ,从 而 得 到 多 重 欧 拉 图 G- 
(在 G' 中 , 若 某 两 点 x 和 之 间 连 接 的 边 数 多 于 2, 则 可 去 掉 其 中 的 偶数 条 多 重 边 , 最 后 剩 下 
连接 与 v 的 边 仅 有 1 或 2 条 边 , 这 样 得 到 的 图 G' 仍 是 欧 拉 图 )。 这 个 欧 拉 图 G 的 一 条 欧 
拉 回 路 就 相应 于 中 国 邮 递 员 问题 的 一 个 可 行 解 , 且 欧 拉 回路 的 长 度 等 于 G 的 所 有 边 的 长 度 
加 上 由 G 到 G“ 所 添加 的 边 的 长 度 之 和 。 但 怎样 才能 使 这 样 的 欧 拉 回路 的 长 度 最 短 呢 ? 如 
此 得 到 的 图 G' 中 最 短 的 欧 拉 回路 称 为 图 G 的 最 优 环 游 。 

定理 10.19 设 P 是 加 权 连 通 图 G 中 一 条 包含 G 的 所 有 边 至 少 一 次 的 闭 链 , 则 PP 最 优 
( 即 具有 最 小 长 度 ) 的 充 要 条 件 是 : 

(1) P 中 没有 二 重 以 上 的 边 ; 

(2) 在 G 的 每 个 圈 C 中 ,重复 边 集 已 的 长 度 之 和 不 超过 这 个 圈 的 长 度 的 一 半 , 即 w(E) 
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根据 上 面 的 讨论 及 定理 10. 19 ,可 以 设计 出 求 非 欧 拉 带 权 连 通 图 G 的 最 优 环 游 的 算法 。 
此 算法 称 为 最 优 环 游 的 奇偶 点 图 上 作业 法 。 

(1) 把 G 中 所 有 奇 结 点 配 成 对 ,将 每 对 奇 结 点 之 间 的 一 条 路 上 的 每 边 改 为 二 重 边 ,得 到 
一 个 新 图 G1 ,新 图 G, 中 没有 奇 结 点 , 即 Ci 为 多 重 欧 拉 图 。 

(2) 若 G 中 每 一 对 结 点 之 间 有 多 于 两 条 边 连 接 , 则 去 掉 其 中 的 偶数 条 边 , 留 下 一 条 或 
两 条 边 连 接 这 两 个 结 点 。 直 到 每 一 对 相 邻 结 点 至 多 由 两 条 边 连 接 , 得 到 图 G,。 

(3) 检查 G, 的 每 一 个 圈 C, 若 某 一 个 圈 C 上 重复 边 的 权 和 超过 此 圈 权 和 的 一 半 , 则 将 
C 中 的 重复 边 改 为 不 重复 ,而 将 单 边 改 为 重复 边 。 重 复 这 一 过 程 ,直到 对 Gs 的 所 有 圈 , 其 重 
复 边 的 权 和 不 超 此 圈 权 和 的 一 半 ,得 到 图 G: 。 

(4) 求 Gs 的 欧 拉 回路 。 

例 10.19 求 图 10.51(a) 所 示 图 G 的 最 优 环 游 。 

解 : 图 G 中 有 6 个 奇 结 点 vo ,vi ,vs ,vi ,ve ,vo ,把 它们 配 成 3 对: vs 与 wu 与 vi,vs 
与 vo。 在 图 G 中 , 取 一 条 连接 vw 与 vs 的 路 wwwsvs ,把 边 (u ,v3),(vs,v),《v, ,vs) 作 为 重 
复 边 加 入 图 中 ; 再 取 v 与 vi 之 间 一 条 路 vvsvevi ,把 边 (u ,vs),(vs ,ve),(vs ,vi) 作 为 重复 
外 在 w 和 ms 之 间 加 一 条 重复 边 (w ,we), 如 图 10. 51(b) 所 示 , 这 个 图 没有 奇 结 

一 个 欧 拉 图 。 


2V0 4 UW 5 


V9 Vv 3 v8 ve va 


(d) (©) (DD 
图 10.51 例 10.19 图 


在 图 10.51(b) 中 , 结 点 ww 与 vi 之 间 有 3 条 重 边 ,去 掉 其 中 两 条 ,得 图 10. 51(c) 所 示 的 
图 ,该 图 仍 是 一 个 欧 拉 图 。 

如 图 10. 51(c) 中 , 圈 vvsvvnv 的 总 权 为 24, 而 圈 上 重复 边 的 权 和 为 14, 大 于 该 圈 总 
权 的 一 半 ,于 是 去 掉 边 (w ,w) 和 (ws ,w) 上 的 重复 边 ,而 在 边 (w ,va ) 和 (w wa) 上 加 入 重复 
边 ,此 时 重复 边 的 权 和 为 10 ,小 于 该 圈 总 权 的 一 半 。 同 理 , 圈 wwws 的 总 权 为 25, 而 重 
复 边 权 和 为 15 ,于 是 去 掉 边 (ws ,ve) 和 (wv ,vi) 上 的 重复 边 ,在 边 (vs ,wis) 和 (wi ,vs) 上 加 重 
复 边 ,如 图 10. 51(d) 所 示 。 

图 10.51(d) 中 , 圈 wwswzwamw 的 总 权 为 15, 而 重复 边 的 权 和 为 8, 从 而 调整 为 图 10. 51(e) 
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所 示 。 

图 10.51(e) 中 , 圈 vvsvivizvrvsvoviov 的 总 权 为 36, 而 重复 边 的 总 权 为 20 ,继续 调整 
为 图 10. 51(f) 所 示 。 

检查 图 10.51(f) ,可 知 定理 10. 19 的 (1) 和 (2) 均 满足 , 故 为 最 优 方案 ,接着 给 出 
图 10. 51(f) 所 示 图 的 Euler 回路 , 即 为 图 G 的 最 优 环 游 。 

由 上 例 可 知 , 对 于 比较 大 的 图 ,要 考察 每 个 圈 上 重复 边 权 和 不 大 于 该 圈 总 权 和 的 一 半 ， 
确定 每 个 圈 的 时 间 复 杂 性 太 大 。1973 年 埃 德 蒙 效 (Edmonds) 和 约翰 逊 (E. L.Johnson) 给 出 
了 一 个 更 有 效 的 算法 。 


10.6.2 旅行 售货员 问题 


旅行 售货员 问题 (Traveling Salesman Problem) 是 在 加 权 完 全 无 向 图 中 , 求 经 过 每 个 结 
点 恰好 一 次 的 ( 边 ) 权 和 最 小 的 哈密 尔 顿 圈 , 又 称 之 为 最 优 哈密 尔 顿 圈 (Optimum Hamilton 
Cycle) 。 如 果 将 加 权 图 中 的 结 点 看 作 城 市 ,加 权 边 看 作 距 离 ,旅行 售货员 问题 就 成 为 找 出 一 
条 最 短路 线 , 使 得 旅行 售货员 从 某 个 城市 出 发 ,遍历 每 个 城市 一 次 ,最 后 再 回 到 出 发 的 城市 。 
若 选 定 出 发 点 ,对 nn 个 城市 进行 排列 , 因 第 二 个 结 点 及 n 一 1 种 选择 ,第 三 个 结 点 有 7 一 
2 种 选择 ,以 此 类 推 ,共有 (n 一 1)! 条 哈密 尔 顿 圈 。 考 虑 到 一 个 哈密 尔 顿 圈 可 以 用 相反 两 个 


方向 来 遍历 ,因而 只 需 检查 方 (一 1)1! 个 哈密 尔 顿 圈 , 从 中 找 出 权 和 最 小 的 一 个 。 我 们 知道 


六 (wD! 随 着 的 增加 而 增长 得 极 快 ,例如 有 20 个 结 点 , 需 考虑 方 X 19! ( 约 为 6. 08X 


10”) 条 不 同 的 哈密 尔 顿 圈 。 要 检查 每 条 哈密 尔 顿 圈 用 最 快 的 计算 机 也 需 大 约 1 年 的 时 间 
才能 求 出 该 图 中 长 度 最 短 的 一 条 哈密 尔 顿 圈 。 

因为 旅行 售货员 问题 同时 具有 理论 和 实践 的 重要 性 ,所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设 
计 解 决 它 的 有 效 算法 。 目 前 还 没有 找到 一 个 有 效 算法 ! 

当 有 许多 需要 访问 的 结 点 时 ,解决 旅行 售货员 问题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 
(Approximation Algorithm) 。 

下 面 介绍 简便 的 “最 邻近 方法 ”给 出 旅行 售货员 问题 的 近似 解 。 

最 邻近 方法 的 步骤 如 下 。 

(1) 由 任意 选择 的 结 点 开始 ,指出 与 该 结 点 最 靠近 ( 即 权 最 小 ?的 点 ,形成 有 一 条 边 的 初 
始 路 径 。 

(2) 设 表示 最 新 加 到 这 条 路 径 上 的 结 点 ,从 不 在 路 径 上 的 所 有 结 点 中 选 一 个 与 最 
靠近 的 结 点 ,把 连接 x 与 这 个 结 点 的 边 加 到 这 条 路 径 上 。 重 复 这 一 步 ,直到 图 中 所 有 结 点 
包含 在 路 径 上 。 

(3) 将 连接 起 点 与 最 后 加 入 的 结 点 之 间 的 边 加 到 这 条 路 径 上 ,就 得 到 一 个 哈密 尔 顿 圈 ， 
即 得 问题 的 近似 解 。 

例 10.20 用 最 邻近 方法 找 出 图 10. 52 所 示 的 加 权 完 全 图 中 具有 充分 小 权 的 哈密 尔 
顿 圈 。 

解 : ADCBEFA 的 权 和 为 55, BCADEFB 的 权 和 为 53,CBADEFC 的 权 和 为 42， 
DABCFED 的 权 和 为 42,EADCBFE 的 权 和 为 51,FCBADEF 的 权 和 为 42。 
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由 上 例 可 知 ,所 选取 的 哈密 尔 顿 圈 不 同 ,其 近似 解 也 不 同 ,而 最 邻近 插入 法 对 上 述 方法 
可 以 进行 改进 ,从 而 产生 一 个 较 好 的 结果 。 

该 方法 在 每 次 迭代 中 都 构成 一 个 闭 的 旅行 路 线 。 它 是 由 多 个 阶段 而 形成 的 一 个 个 旅程 
逐步 建立 起 来 的 ,每 一 次 比 上 一 次 多 一 个 结 点 , 即 是 说 ,下 一 个 旅程 比 上 一 个 旅程 多 一 个 结 
点 。 求 解 时 ,在 已 建立 旅程 以 外 的 结 点 中 ,寻找 最 邻近 于 旅程 中 某 个 结 点 的 结 点 ,然后 将 其 
插入 该 旅程 中 ,并 使 增加 的 距离 尽 可 能 小 , 当 全 部 结 点 收入 这 个 旅程 后 ,就 找到 了 所 求 的 最 
短 哈密 尔 顿 圈 的 近似 解 。 

最 邻近 插入 法 的 步骤 如 下 (图 中 及 个 结 点 )。 

(1) 取 图 中 一 点 vw, 作 闭 回路 viv , 置 人 一 1。 

(2) 二 nn, 则 输出 闭 回路 ,结束 ; 否则 转 (3)。 

Cay 在 已 有 闭 回路 Ce 一 mw…wtul 之 外 的 结 点 六 =— {vw »Uz ,中 ,选取 与 闭 回路 Cx 
最 邻近 的 点 w。 

(4) 将 w 插入 闭 回 路 Cx 的 不 同位 置 可 得 & 条 不 同 的 闭 回 路 ,从 这 上 条 闭 回 路 选取 一 条 
长 度 最 小 的 作为 新 的 闭 回 路 。k 二 & 十 1, 转 (2)。 

例 10.21 用 最 邻近 插入 法 找 出 图 10. 52 所 示 加 权 完 
全 图 中 具有 充分 小 权 的 哈密 尔 顿 圈 。 

解 : (1) 开始 于 结 点 A, 组 成 闭 旅程 AA。 

(2) 最 邻近 A 的 结 点 为 也, 建立 闭 旅程 ADA。 

(3) 结 点 也 最 邻近 结 点 A ,建立 闭 旅 程 ADBA。 

(4) 由 于 C 最 邻近 忆 , 将 C 插入 ,分 别 得 到 3 个 闭 旅程 
ACDBA .ADCBA、ADBCA ,其 长 度 依次 为 33 .20.23 ,选取 
长 度 最 短 的 旅程 ADCBA 。 

(5) 距 旅程 ADCBA 中 结 点 最 邻近 结 点 为 下 ,将 正 搬 
和 ,分别 得 到 4 个 闭 旅程 AFDCBA、ADFCBA、ADCFBA、 
ADCBFA ,其 长 度 依次 为 52、34、37、45, 选 取 长 度 最 短 的 旅程 ADFCBA。 

(6) 把 结 点 已 插入 旅程 ADFCBA 中 ,得 到 5 个 闭 旅 程 AEDFCBA、ADEFCBA、 
ADFECBA、ADFCEBA、ADFCBEA ,其 长 度 依 次 为 54、42、60、61、49。 显 然 ,长 度 最 短 的 
旅程 ADEFCBA 即 为 所 要 求 的 最 短 哈密 尔 顿 圈 的 近似 解 。 


10.6.3 排 课 问题 


排 课 是 高 校 教学 管理 中 一 项 重要 而 且 复 杂 的 基本 工作 ,其 实质 就 是 为 学 校 所 设置 的 课 
程 安排 一 组 适当 的 教学 时 间 与 空间 ,从 而 使 整个 教学 活动 能 够 有 计划 有 秩序 地 进行 。 
在 排 课 问 题 中 ,其 主要 任务 是 将 具有 多 种 属性 的 各 种 资源 ,如 教室 、 班 级 教师. 学生, 课 
程 \ 时 间 等 ,以 一 个 周期 的 方式 进行 合理 的 匹配 ,使 其 不 发 生 冲 突 。 事 实 上 ,在 排 课 问 题 中 ， 
每 节 课 可 抽象 为 教师 和 学 生 在 时 间 和 空间 上 的 统一 。 因 此 ,课表 是 协调 教师 和 上 课 班 级 在 
上 课时 间 、 上 课 教室 两 个 要 素 的 总 调度 。 课 表 算 法 本 质 要 求 主体 即 教师 和 上 课 班 级 合理 使 
时 间 和 教室 两 种 资源 。 
课表 的 编排 包括 教师 和 上 课 班 级 在 上 课时 间 ( 节 次 ) 和 上 课 地 点 (教室 ) 上 的 编排 ,这 其 
中 的 组 合 可 能 性 太 多 ,为 此 可 将 模型 简化 为 两 个 子 模型 : 教师 和 上 课 班 级 在 时 间 ( 节 次 ) 上 


10.52 例 10.20 和 例 10. 21 
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的 编排 ; 教师 和 上 课 班 级 在 地 点 (教室 ) 上 的 编排 。 而 这 两 个 优化 过 程 都 可 以 转化 为 图 论 问 
题 来 解决 。 

排 课 问 题 在 时 间 上 的 安排 实际 上 就 是 安排 每 一 个 教 Y 
师 在 具体 的 时 间 段 到 某 个 具体 的 班级 去 上 课 。 这 个 安排 
要 求 满足 下 面 的 条 件 : 同一 时 间 每 位 教师 只 能 到 一 个 班 、 i 
级 去 上 课 ; 一 个 班级 在 同一 个 时 间 也 只 能 由 一 位 教师 来 
上 课 。 用 图 论 的 知识 可 以 来 表示 这 个 问题 。 例 如 : 有 nn 
位 教师 ,用 zi ,zz ,… ,zx 来 表示 ,有 m 个 班 ,用 yi ,ys，…， 
yn 来 表示 ,教师 x; 要 给 班级 y; 上 课 就 将 zx; 与 y; 相 连 ,如 
果 一 周 内 教师 x; 要 给 班级 y; 上 两 次 课 , 则 连 两 条 线 , 以 
此 类 推 。 可 以 先 作 一 个 二 部 图 G, 使 G=(X,Y,E), 其 中 


如 力 


久 二 {zi zz,"… Xs} 代表 个 教师 ,Y= {yi yz，… ,ym) 代 Jon 
表 闷 个 班级 ,E 代表 xz; 与 yj 之 间 连 接 的 边 ,如 图 10.53 、 
所 示 。 . 

有 相同 结 点 的 边 称 为 相 邻 边 。 对 每 一 条 边 进行 着 jn 
色 , 一 种 颜色 代表 一 个 时 间 段 ,通常 在 大 学 中 2 个 课时 为 和 


1 节 课 ,每 天 4 节 , 一 周 5 天 ,故而 在 排 课 问题 中 边 色 数 
是 20, 代 表 的 是 20 个 时 间 段 , 同 种 颜色 的 边 代 表 同 一 个 时 间 段 。 因 为 在 同一 时 间 每 位 教师 
只 能 到 一 个 班级 去 上 课 ,而 一 个 班级 也 只 能 由 一 位 教师 来 上 课 , 相 邻 的 边 代 表 有 共同 的 教师 
或 学 生 ,不 可 以 安排 在 同一 个 时 间 段 同时 上 课 , 因 此 相 邻 的 边 不 能 着 相同 的 颜色 。 时 间 表 的 
安排 就 变 成 了 对 所 有 的 边 进行 着 色 , 有 相同 结 点 的 边 着 不 同 的 颜色 ,而 所 有 颜色 的 种 类 不 能 
超过 20 种 。 

课表 在 地 点 安排 上 则 是 安排 某 个 班级 在 某 个 时 间 段 在 一 个 具体 的 教室 上 课 的 问题 , 它 
必须 要 满足 的 条 件 是 : 班级 人 数 小 于 教室 的 容量 ,也 就 是 容量 大 于 班级 人 数 的 教室 都 可 用 ， 
这 样 班级 与 教室 之 间 就 形成 了 一 个 多 对 多 的 关系 。 而 事实 上 ,一 个 班级 在 同一 时 间 内 只 能 
到 一 个 教室 去 上 课 , 一 个 教室 在 同一 时 间 内 也 只 能 有 一 个 班级 在 上 课 。 这 就 要 将 一 个 多 对 
多 的 关系 转换 成 为 一 个 一 一 对 应 的 关系 ,这 实际 上 是 一 个 匹配 问题 。 同 时 考虑 到 ,如 果 班 级 
人 数 比较 少 而 教室 太 大 的 话 将 会 影响 上 课 质量 ,因此 ,可 对 每 个 可 用 的 教室 进行 赋 权 ,这 就 
形成 了 一 个 加 权 图 的 匹配 问题 。 

例 10.22 在 某 一 时 间 段 ,有 5 个 班级 zi ,zz ,zs ,x4 ,zs 需要 安排 教室 上 课 , 同 时 有 5 个 
教室 wm ,y ,ys,yi'ys 可 用 ,班级 与 教室 之 间 的 关系 如 图 10. 54 所 示 。 

针对 各 个 教室 的 使 用 情况 进行 赋值 ,设置 权 值 如 下 : 

5 5521 

44 1 2 
要 人 相思 
0 33 3 
44 1 2 

矩阵 中 的 每 个 元 素 a; 分 别 代 表 第 i 个 班级 安排 在 第 j 个 教室 上 课 的 合适 度 的 权 数 , 权 
数 越 高 的 教室 表示 越 合适 ,那么 就 越 优先 考虑 ,最 终 要 使 得 每 个 班级 都 能 够 安排 到 相对 合适 
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10.54 例 10.22 图 


的 教室 ,这 就 要 求 找到 一 个 权 数 最 高 的 分 配方 案 。 该 问题 即 抽象 为 在 一 个 加 权 二 部 图 中 找 
一 个 权 最 大 的 匹配 。 这 个 问题 可 以 利用 Kuhn-Munkres 算法 求 出 最 终结 果 。 

将 上 面 两 个 方面 结合 起 来 就 是 一 个 完整 的 排 课 问 题 ,在 边 色 数 为 20 的 情况 下 进行 着 色 
表示 在 20 个 可 用 时 间 段 内 进行 课程 安排 ,而 同 种 颜色 互 不 相 邻 表示 一 个 教师 不 能 在 同一 个 
时 间 上 两 门 课 ,同一 个 班级 不 能 在 同一 个 时 间 上 两 门 课 。 在 某 个 时 间 段 上 课 教室 的 安排 则 
可 看 为 是 一 个 一 一 对 应 的 匹配 问题 。 将 这 两 部 分 结合 起 来 就 可 以 得 到 在 每 个 时 间 段 内 课程 
的 安排 和 每 门 课程 具体 在 哪个 教室 授课 的 地 点 安排 ,从 而 得 到 一 张 完整 的 课程 表 。 


10.6.4 时 延 容忍 网 络 问题 


在 计算 机 网 络 中 ,传统 的 网 络 如 以 太 网 ,无线 自 组 织 网 等 都 有 一 个 基本 假设 , 那 就 是 存 
在 一 条 端 到 端的 路 径 。 在 这 一 假设 下 ,可 以 先 寻 找 一 条 路 由 ,再 按照 路 由 进行 转发 。 但 是 ， 
在 挑战 性 网 络 环境 下 , 端 到 端的 路 径 并 不 一 定 存在 ,此 时 ,需要 一 定 的 策略 来 保证 转发 成 功 
率 , 其 中 有 一 种 策略 叫 作 消息 的 泛 洪 机 制 。 

泛 洪 机 制 的 基本 原理 是 , 结 点 为 了 确保 数据 能 到 达 目 的 结 点 ,每 当 该 结 点 与 其 他 结 点 相 
过 ,都 会 将 数据 转发 给 对 方 ,这 样 的 方式 能 提高 转发 成 功 的 概率 ,但 却 会 加 重 网 络 负担 。 

按 概率 转发 的 方式 是 对 泛 洪 机 制 的 改进 ,在 结 点 与 其 他 结 点 相遇 时 , 先 判断 对 方 结 点 是 
和 否 比 自己 更 容易 将 数据 转发 到 目的 结 点 ,再 按 概 率 进行 转发 ,这 样 可 以 减 小 网 络 负担 。 

在 泛 洪 机 制 或 者 按 概率 转发 的 方式 下 , 结 点 会 将 数据 发 送 多 次 ,使 得 网 络 中 存在 该 数据 
的 多 份 拷贝 ,这 一 转发 方式 人 们 称 之 为 多 份 拷贝 (Multiple Copy) 的 方式 。 与 之 对 应 的 是 单 
份 拷贝 (Single Copy) 方 式 , 即 网 络 中 只 存在 一 个 数据 包 的 一 份 拷贝 。 

显然 ,如 果 只 考虑 单个 数据 包 , 多 份 拷贝 方式 下 转发 成 功率 会 更 高 。 但 是 多 份 拷贝 方式 
的 缺陷 是 会 使 网 络 中 充斥 着 多 份 相同 的 数据 , 随 着 各 结 点 需要 发 送 的 数据 包 增加 ,转发 成 功 
率 会 明显 下 降 。 

对 比 两 种 转发 策略 可 以 发 现 , 单 份 拷贝 方式 所 发 送 的 报 文 数 量 较 少 , 但 是 报 文 到 达 率 较 
低 ; 而 多 份 拷贝 方式 具有 更 高 的 成 功率 ,但 是 需要 传递 的 报 文 数量 更 多 ,并 且 对 缓存 的 要 求 
也 更 大 。 在 缓存 资源 有 限 的 情况 下 , 随 着 数据 量 的 上 升 , 多 份 拷贝 方式 的 性 能 下 降 较 为 明 
显 。 因 此 ,在 可 以 使 用 单 份 拷贝 方式 达到 给 定 要 求 的 时 候 , 应 该 尽量 选用 单 份 拷贝 方式 。 

对 于 时 延 容忍 网 络 (Delay Tolerant Networks,DTN) 来 说 , 链 路 容量 可 以 认为 是 一 个 
固定 的 量 ,不 会 因为 选择 单 份 拷贝 或 者 多 份 拷贝 策略 而 改变 ,因此 ,可 以 采用 网 络 流 的 方法 
对 网 络 的 流量 进行 分 析 , 得 到 一 个 最 适合 的 转发 策略 。 
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在 DTN 性 能 方面 ,主要 考虑 转发 成 功率 和 延 时 。 在 满足 转发 成 功率 和 延 时 要 求 的 前 
提 下 ,应 尽量 传递 更 多 信息 ,也 就 是 说 ,需要 使 信息 流 最 大 。 

对 转发 成 功率 和 延 时 条 件 的 要 求 我 们 可 以 合并 为 一 个 条 件 : 在 所 允许 的 延 时 时 间 内 ， 
转发 成 功率 大 于 给 定 值 。 

我 们 可 以 看 一 个 简单 的 例子 。 如 图 10. 55 所 示 ,网 络 中 有 4 个 结 点 , 结 点 S 和 结 点 也 
固定 , 结 点 A 和 结 点 B 以 一 定 的 规律 运动 ,它们 与 结 点 S 和 结 点 D 在 给 定 的 时 间 内 相遇 的 
概率 各 为 0. 5( 由 于 对 延 时 有 一 定 限 制 , 超 过 这 一 时 间 后 数据 将 被 丢弃 ,因此 后 面 再 遇 到 目 
的 结 点 也 无 法 转发 成 功 ) ,每 次 相遇 只 能 转发 一 份 数据 。 由 于 A 和 B 与 S、D 是 以 一 定 概率 
相遇 的 ,我 们 在 图 10. 55 中 用 虚线 表示 这 两 个 结 点 。 在 这 样 的 网 络 中 ,如 果 结 点 S 需要 发 送 
一 些 数 据 给 结 点 D, 应 该 采用 何 种 策略 ? 是 转发 一 次 之 后 就 删除 本 结 点 的 缓存 ? 还 是 转发 
成 功 后 继续 尝试 ? 

由 于 转发 成 功率 对 一 条 路 的 各 条 弧 来 说 是 具有 相 乘 关系 ,如 果 对 转发 成 功率 取 对 数 ,就 
能 得 到 一 个 相 加 的 量 , 这 与 费用 函数 的 定义 是 一 致 的 。 同 时 ,我 们 所 需 的 是 使 成 功率 最 大 。 
如 果 在 取 对 数 之 后 再 加 上 负 号 ,就 能 对 应 为 使 用 费用 函数 了 。 

即 设 p 为 弧 上 的 转发 成 功率 ,费用 函数 的 定义 为 w= 一 logsp。 

在 进行 这 样 的 转换 后 ,可 以 变 为 求 最 小 费用 流 问 题 。 在 相遇 概率 方面 ,可 以 将 A、B 两 
点 分 裂 ,用 弧 <A,A' 二 和 二 B,B'> 来 表示 相遇 概率 ,在 弧 <A,A' > 和 雪 B,B' 之 上 ,容量 为 
相遇 概率 和 原 有 容量 的 乘积 。 经 过 上 述 处 理 后 ,可 用 图 10. 56 来 表示 这 个 网 络 。 


\4) 
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10.55 网 络 分 布 示意 图 图 10. 56 转化 为 图 的 形式 后 的 网 络 


转发 成 功率 0. 5 对 应 的 费用 即 为 一 logs0. 5 二 1, 如 果 对 转发 成 功率 的 要 求 就 是 0.5, 那 
么 直接 求 这 个 网 络 的 最 大 流 就 可 以 了 。 相 应 地 ,如 果 需 要 更 高 的 转发 成 功率 , 则 需要 更 低 的 
费用 ,很 容易 看 出 ,在 图 10. 56 中 找 不 到 一 条 这 样 的 路 径 , 此 时 就 需要 考虑 多 份 拷贝 的 方式 。 
在 多 份 拷贝 方式 下 ,两 份 不 同 拷贝 的 路 的 总 费用 为 一 log:[1 一 (1 一 2 一 )(1 一 2 )], 按 照 这 
样 的 方式 可 以 求解 ,只 是 过 程 更 为 复杂 。 

上 面 的 示例 选择 的 是 最 为 简单 的 情况 ,没有 考虑 结 点 的 缓存 空间 大 小 ,如 果 考 虑 缓存 空 
间 大 小 ,分 析 的 过 程 将 更 为 复杂 ,但 基本 原理 仍然 可 以 采用 这 样 的 方式 ,不 同 的 是 需要 将 结 
点 的 缓存 转化 为 容量 问题 再 进行 求解 。 


10.6.5 最 短路 径 问题 


在 现实 生活 和 生产 实践 中 ,有 许多 管理 ,组织 与 计划 中 的 优化 问题 ,如 在 企业 管理 中 ,如 
何 制定 管理 计划 和 设备 购置 计划 ,使 收益 最 大 或 费用 最 小 ; 在 组 织 生产 中 ,如 何 使 各 工序 衔 


接 好 ,才能 使 生产 任务 完成 得 既 快 又 好 ; 在 现 有 交通 网 络 中 ,如 何 使 调运 的 物资 数量 多 且 费 
用 最 小 等 。 这 类 问题 均 可 借助 于 图 论 知识 得 以 解决 。 本 节 介 绍 有 关 网 络 图 中 两 点 间 ( 一 般 
常 指 始点 和 终点 ) 的 最 短路 径 问题 。 

求解 给 定 网 络 图 中 两 点 (一 般 常 指 始点 和 终点 ) 的 最 短路 径 问题 广泛 应 用 于 各 个 领域 
中 。 例 如 , 求 交通 距离 最 短 ,完成 各 道 工序 所 花 时 间 最 少 ,或 费用 最 省 等 ,都 可 用 求 网 络 最 短 
路 径 算法 得 到 解决 ,而 且 解 法 简单 有 效 。 先 看 一 个 例子 。 

例 10.23 图 10.57 是 一 个 石油 流向 的 管 网 示意 图 ,mw 代表 石油 开采 地 ,v, 代表 石油 汇 
集 站 , 箭 线 旁 的 数字 表示 管线 的 长 度 ,现在 要 从 mm 地 调运 石油 到 vi 地 ,怎样 选择 管线 可 使 
路 径 最 短 ? 
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图 10.57 石油 流向 的 管 网 示意 图 


也 可 以 用 点 代表 城市 ,以 连接 两 点 的 连 线 表示 城市 间 的 道路 ,这 样 便 可 用 图 形 描述 城市 
间 的 交通 网 络 。 如 果 连 线 旁 标注 城市 间 道路 的 距离 或 单位 运 价 , 就 可 进一步 研究 从 一 个 城 
市 到 另 一 个 城市 的 最 短路 或 运费 最 省 的 运输 方案 。 

在 动态 规划 中 ,最 短路 径 问题 可 由 贝尔 曼 最 优化 原理 及 其 递 推 方 程 求解 ,在 阶段 明确 情 
况 下 ,用 逆向 逐 段 优化 嵌 套 推进 ,这 是 一 种 反 向 搜索 法 ; 在 阶段 不 明确 情况 下 ,可 用 函数 达 
代 法 逐步 正 向 搜索 ,直到 指标 函数 衰减 稳定 得 解 。 这 些 算法 都 是 依据 同一 个 原理 建立 的 , 即 
在 网 络 图 中 ,如 果 vw.…v 是 从 w 到 vw, 的 最 短路 径 , 则 ww …w-: 也 必然 是 从 w 到 w-; 的 最 
短路 径 。 

用 图 论 来 分 析 网 络 最 短路 径 也 是 依据 上 述 同一 客观 规律 建立 求解 算法 ,只 不 过 表达 的 
形式 相 异 。 下 面 介绍 求解 最 短路 径 问 题 的 一 种 简便 有效 的 算法 一 一 Dijkstra 算法 。 

1959 年 狄 克 斯 特 拉 (Edsgar Dijkstra) 提 出 了 求 网 络 最 短路 径 的 标号 法 ,用 给 结 点 记 标 
号 来 逐步 形成 起 点 到 各 点 的 最 短路 径 及 其 距离 值 , 被 公认 为 是 目前 较 好 的 一 种 算法 。 

Dijkstra 算法 也 称 为 双 标 号 法 。 所 谓 双 标号 ,也 就 是 对 图 中 的 点 v; 赋予 两 个 标号 
(P(w) ,4;): 第 一 个 标号 P(uw) 表 示 从 起 点 v 到 vi 的 最 短路 的 长 度 ,第 二 个 标号 4; 表示 在 
v1 到 vw; 的 最 短路 上 wv; 前 面 一 个 邻 点 的 下 标 , 即 用 来 表示 路 径 , 从 而 可 对 终点 到 始点 进行 反 
向 追踪 ,找到 wv 到 wv, 的 最 短路 径 。 

Dijkstra 算法 适用 于 每 条 边 的 权 数 都 大 于 或 等 于 零 的 情况 。 

Dijkstra 算法 的 基本 步骤 如 下 。 

(1) 给 起 点 vi 标号 (0,1), 从 到 vw 的 距离 P(v) 二 0,w 为 起 点 。 

(2) 找 出 已 标号 的 点 的 集合 工 没 有 标号 的 点 的 集合 了, 求 出 边 集 

4A=((ou)lvmcerTuwceJ)。 

(3) 若 上 述 边 集 A 二 名 ,表明 从 所 有 已 赋予 标号 的 结 点 出 发 ,不 再 有 这 样 的 边 , 它 的 另 
一 结 点 尚未 标号 , 则 计算 结束 。 对 已 有 标号 的 结 点 ,可 求 得 从 vw 到 这 个 结 点 的 最 短路 ,对 于 
没有 标号 的 结 点 , 则 不 存在 从 w 到 这 个 结 点 的 路 。 
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若 边 集 A 关 名 , 则 转 下 一 步 。 
(4) 对 于 边 集 A 中 的 每 一 条 边 (vi ,wj) ,计算 
#5 二 P(vi) 十 ws (其 中 w; 是 边 (vi,v) 的 权 ) 
找 出 边 (v, ,wv,) ,使 得 T= 二 min{T;)。 

需要 注意 的 是 , 若 上 述 Ti; 值 为 最 小 的 边 有 多 条 , 且 这 些 边 的 另 一 结 点 v; 相同 , 则 表明 
存在 多 条 最 短路 径 , 因 此 v; 应 得 到 多 个 双 标号 。 

(5) 给 弧 (u su) 的 终点 w 赋予 双 标号 (PCv,),s) ,其 中 P(uw) 王 Ts。 返 回 步骤 (2) 。 

经 过 上 述 一 个 循环 的 计算 ,将 求 出 v 到 一 个 结 点 v 的 最 短路 及 其 长 度 , 从 而 使 一 个 结 
点 v 得 到 双 标 号 。 车 图 中 共有 个 结 点 , 故 最 多 计算 n 一 1 循环 , 即 可 得 到 最 后 结果 。 

例 10.24 以 图 10. 57 给 出 的 石油 流向 的 管 网 示意 图 为 例 ,w 代表 石油 开采 地 ,wv 代表 
石油 汇集 站 , 箭 线 旁 的 数字 表示 管线 的 长 度 ,现在 要 从 w 地 调运 石油 到 w 地 ,怎样 选择 管 
线 可 使 路 径 最 短 ? 

解 : (1) 给 起 点 vw 标号 (0,1), 从 m 到 mm 的 距离 PCuw ) 一 0,u 为 起 点 。 

(2) 标号 的 点 的 集合 [一 {uw } ,没有 标号 的 点 的 集合 J 二 {v2 ,v3 ,v4 ,vs ,ve ,v7} , 边 集 

A= {vv) | v € Tv €E T= {vv), viv)} 
Ta = P(w) 十 ms = 0+20= 20 
Tis = P(w) 十 ws = 0+15= 15 
min{ Tiz ,Tis) 二 Ti 二 15, 给 边 (vi ws) 的 终点 vs 以 双 标 号 (15,1)。 
(3) 标号 的 点 的 集合 [一 {uw ,v3} ,没有 标号 的 点 的 集合 J 二 {v2 ,v4 ,vs ,vs ,vi} , 边 集 
A= {v0) | vi €E Lv €E T= {vv ), (vs), (vve)} 
Tu = 25, Ts = 21 
min{ Ta ,Ta ,Tiz}) 二 Ts 二 20, 给 边 (wi uv) 的 终点 vo 以 双 标 号 (20,1) 。 
(4) 标号 的 点 的 集合 1 二 {w ,vs ,vs) ,没有 标号 的 点 的 集合 三 {v4 ,vs ,ve ,v1) , 边 集 
A= {(v,v) | v €E Tv €E T= {v0), vsvs), (Vas0), (vs ,ve)) 
Ta = P(vw) wa = 20+8 = 28 
Tss 了 (Cu ) + ws 20 十 24 王 44 
min{ Ta ,Tzs ,Ta ,Ta} 一 Tae 一 21, 给 边 (u ,ve) 的 终点 w 以 双 标 号 (21,3) 。 
(5) 标号 的 点 的 集合 [一 {u ,vo ,vs ,ve) ,没有 标号 的 点 的 集合 J 一 {u ,vs ,vr), 边 集 
A= {v0) | vi ET,v ET}= {vs 0) (zz) (yuw) (ve sv))} 
To = P(vw) wer = 21+20 = 41 
min{ Ta ,Tss ,Ta ,Ter} 二 To 二 25, 给 边 (vs ,vw) 的 终点 wv。 以 双 标 号 (25,3)。 
(6) 标号 的 点 的 集合 [一 {uw ,vo ,v3 ,vsve) ,没有 标号 的 点 的 集合 J] 二 {vs ,vi} , 边 集 
A= {vv) | v ET,v €E T= {vvs), (vvs), (ve ,vr)} 
Ts = P(w) 十 os = 25+10= 35 
min{ Tzs ,Tu ，Ter) 二 Ts 二 35, 给 弧 (v ,vs) 的 终点 vs 以 双 标号 (35,4) 。 
(7) 标 号 的 点 的 集合 I 二 {wi ,v2 ,v3 ,vy ,vs ,ve}) ,没有 标号 的 点 的 集合 J 二 {v1), 边 集 
A={(v,v) | vi € Tv € 1 = {vv7), (ve ,vr)} 
Ts = Plvs) + ws 一 35 十 11 = 46 
min{Ts , Tey) 二 Te 一 41, 给 边 (ve ,vi) 的 终点 ww 以 双 标 号 (41 ,6)。 
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至 此 ,全 部 结 点 都 已 得 到 标号 ,计算 结束 。 得 到 石油 开采 地 ww 到 汇集 点 v; 的 最 短路 
径 , 即 ww 一 v3 一 ve 阅 vi ,由 vi 的 第 一 个 标号 可 知 路 程 长 41 。 


习题 


1. 确定 图 10. 58 的 6 个 图 哪个 是 欧 拉 图 、 欧 拉 有 向 图 ? 找 出 其 中 的 一 条 欧 拉 闭路 。 


RS DD 
rn mm 证 


图 10.58 习题 1 图 


2. 设 连通 图 G 有 个 奇数 度 的 结 点 ,证 明 在 图 G 中 至 少 要 添加 忆 条 边 才能 使 其 成 为 欧 
拉 图 。 
3. nn 为 何 值 时 ,无 向 完全 图 K, 是 欧 拉 图 ? 为 何 值 时 ,K, 仅 存在 欧 拉 链 而 不 存在 欧 拉 
回路 ? 

4. 如 果 G 和 G 是 可 运算 的 欧 拉 有 向 图 , 则 G 申 G* 仍 是 欧 拉 有 向 图 。 这 句 话 对 吗 ? 
如 果 对 ,给 出 证 明 , 如 果 不 对 , 举 出 反例 。 

5. 构造 (n,m) 欧 拉 图 使 其 满足 条 件 : 

(1) m 和 nn 有 相同 奇偶 性 ; (2) m 入 的 奇偶 性 相反 。 

6. 在 图 10. 59 所 示 的 图 中 ,哪些 图 中 有 哈密 尔 顿 圈 ? 哪些 图 中 有 哈密 尔 顿 路 ? 


图 10.59 习题 6 图 
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7. 证 明 图 10. 60 所 示 的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 。 


图 10.60 习题 7 图 


8. 证 明 凡 有 制 点 的 图 都 不 是 哈密 尔 顿 图 。 
9. 图 10. 61 中 的 各 个 图 是 否 能 够 一 笔画 出 ?如果 能 ,给 出 具体 的 画 法 。 


图 10.61 判定 一 笔画 问题 


10. 给 出 满足 下 列 条 件 之 一 的 图 的 实例 。 

(1) 图 中 同时 存在 欧 拉 回 路 和 哈密 尔 顿 回路 ; 

(2) 图 中 存在 欧 拉 回 路 ,但 不 存在 哈密 尔 顿 回路 ; 

(3) 图 中 不 存在 欧 拉 回路 ,但 存在 哈密 尔 顿 回路 ; 

(4) 图 中 不 存在 欧 拉 回 路 ,也 不 存在 哈密 尔 顿 回路 。 

11. 图 10. 62 是 不 是 二 部 图 ? 如 果 是 , 找 出 其 互补 结 点 子 集 。 

12. 图 10. 63 是 否 存 在 {vi ,vv sw4) 到 (iu ,ws susviusus)}) 的 完美 匹配 ”如 果 存 在 , 指 
出 它 的 一 个 完美 匹配 。 


Ul vs vs 
O 四 vi va U3 Us 

g 
vw Us Us ul La 16 U4 us 
图 10.62 习题 11 图 图 10.63 习题 12 图 


13. 求 图 10. 64 两 个 二 部 图 的 最 大 匹配 。 
14. 如 何 由 无 向 图 G 的 邻接 矩阵 判断 G 是 不 是 二 部 图 ? 


| 为 为 苏 轧 加 为 只 »s 
(a) (b) 
图 10.64 习题 13 图 


15. 证 明 n 阶 简单 二 部 图 的 边 数 不 能 超过 [n*/4]。 

16. 某 单位 有 7 个 工作 空缺 pi ,ps ,ps ,ps,ps ,ps :pr 要 招聘 ,有 10 个 应聘 者 ai ,az，…， 
ao 。 他 们 能 胜任 的 工作 岗位 集合 分 别 为 : {pi,ps, ps), {ps,pespr}, {ps, pi}, {pi, ps), 
{peyzpr) (ps) (ps ps) (bi ps) (pb ) (pb 。 如 果 规 定 每 个 应 聘 者 最 多 只 能 安排 一 个 工 
作 , 试 给 出 一 种 分 配方 案 使 落 聘 者 最 少 。 

17. 有 4 名 教师 : 张 明 、 王 同 、 李 林 和 赵 丽 。 分 配 他 们 去 教 4 门 课程 : 数学 ,物理 .电工 、 
和 计算 机 科学 。 张 明 懂 物 理 和 电工 , 王 同 懂 数学 和 计算 机 科学 , 李 林 懂 数学 ,物理 和 电工 , 赵 
丽 只 懂 电 工 。 应 如 何 分 配 ,才能 使 每 人 都 教 一 门 课 , 每 门 课 都 有 人 教 ,并 且 没 有 人 去 教 他 不 
懂 的 课 ? 

18. 对 于 下 面 情况 ,验证 欧 拉 公式 n 一 m 十 k= 二 2。 

一 个 具有 (7 三 1)? 个 结 点 的 无 向 图 , 它 描述 了 x 个 正方 形 的 网 络 ,例如 棋盘 等 。 

19. 夯 出 所 有 不 同 构 的 6 阶 非 平面 图 。 

20. 设 k 宇 3,n 宇 (k 十 2)/2,n 阶 连通 平面 图 G 有 m 条 边 , 在 它 的 一 个 平面 表示 中 ,每 个 
面 的 边界 至 少 包含 & 条 边 ,证 明 mk(n 一 2)/(k 一 2)。 

21. 在 图 10. 65 中 给 出 了 一 个 多 边 形 的 图 , 试 构成 该 图 的 对 偶 。 


图 10.65 习题 21 图 
2 
22. 设 G 是 (n,m) 一 简单 图 ,证 明 XO 


23. 证 明 若 G 的 任何 两 个 奇数 长 回路 都 有 至 少 一 个 公共 结 点 , 则 X(G) 和 5。 
24. 用 标号 法 求 图 10. 66 所 示 运 输 网 络 的 最 大 流 , 其 中 无 向 的 边 是 双向 的 。 


图 10.66 习题 24 图 
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25. 设 mi,zayzs 是 3 家 工厂 ,y1,y2,ys 是 3 个 仓库 ,工厂 生产 的 产品 要 运往 仓库 ,其 运 
输 网 络 如 图 10. 67 所 示 , 设 ri ,za ,zs 的 生产 能 力 分 别 为 20,10,20 个 单位 , 问 应 如 何 安排 
生产 ? 


图 10.67 习题 25 图 


26. 7 种 设备 要 用 5 架 飞 机 运往 目的 地 ,每 种 设备 各 有 4 台 , 这 5 架 飞 机 容量 分 别 是 8， 
8,5,4,4 台 , 问 能 否 有 一 种 装 法 ,使 同一 种 类 型 设备 不 会 有 两 台 在 同一 架 飞 机 上 ? 

27. 在 第 26 题 中 , 若 飞 机 的 容量 分 别 是 7,7,6,4,4 台 , 求 解 问题 。 

28. 若 已 知 开关 函数 户 = zizs 十 zizzzs 十 zezszi 十 Zizs* 求 实现 这 个 简单 接触 的 
网 络 。 

29. 求解 图 10. 68 的 中 国 邮递 员 问 题 。 

30. 求 图 10. 69 给 出 的 网 络 图 中 ww 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 。 
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图 10.68 习题 29 图 图 10.69 习题 30 图 


31. 求 图 10. 70 给 出 的 网 络 图 中 wv 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 。 
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图 10.70 习题 31 图 


1847 年 ,德国 学 者 柯 希 霍 夫 (Gustav Kirchhoff,1824 一 1887) 在 研究 物理 问题 时 提出 了 
树 的 概念 。 他 用 一 类 线性 方程 组 来 描述 一 个 电路 网 络 的 每 一 条 支 路 中 和 环绕 每 一 个 回路 中 
的 电流 。 他 像 数 学 家 一 样 抽 象 地 思考 问题 : 用 一 个 只 由 点 和 线 组 成 的 对 应 的 组 合 结构 来 代 
替 原 来 的 电路 网 络 ,而 并 不 指明 每 条 线 所 代表 的 电器 元 件 的 种 类 。 事 实 上 ,他 把 每 个 电路 网 
络 用 一 个 基本 图 来 代替 。 为 了 解 相应 的 方程 组 ,他 用 一 种 结构 方法 指出 ,只 要 考虑 一 个 图 的 
任何 一 个 “生成 树 ”" 所 决定 的 那些 独立 圈 就 够 了 。 他 的 方法 现 已 成 为 图 论 中 的 标准 方法 。 

1857 年 ,英国 数学 家 凯 菜 (Arthur Cayley,1821 一 1895) 在 计数 有 几 个 碳 原 子 数 的 饱和 
碳 氢化 合 物 的 同 分 异 构 物 时 ,独立 地 提出 了 树 的 概念 。 凯 莱 把 这 个 问题 抽象 地 叙述 为 : 求 
有 己 个 点 的 树 的 数目 ,其 中 每 个 点 的 度 等 于 1 或 4, 树 上 的 点 对 应 一 个 氢 原 子 或 一 个 碳 原 
子 。 凯 莱 的 工作 是 图 的 计数 理论 的 起 源 。 法 国 数学 家 若 尔 当 (Camille Jordan, 1838 
1922) 在 1869 年 独立 地 发 现 作为 纯 数学 对 象 的 树 ,他 并 不 知道 树 与 现代 的 化 学 学 说 有 关 。 

1889 年 凯 莱 给 出 了 完全 图 K, 的 概念 。 

1956 年 克 和 鲁 斯 卡 (Joseph Kruskal ,1928 一 2010) 设 计 了 求 最 优 树 的 有 效 算法 。 

树 是 一 类 既 简单 而 又 非常 重要 的 图 ,是 计算 机 中 一 种 基本 的 数据 结构 和 表示 方法 ,在 输 
电网 络 分 析 设 计 、 有 机 化 学 、 最 短 连接 及 渠道 设计 等 领域 也 都 有 广泛 的 应 用 。 

本 章 将 对 树 进行 详细 的 讨论 ,主要 包括 树 的 基本 性 质 和 生成 树 , 以 及 有 向 树 中 的 m 叉 
树 有 序 树 和 搜索 树 等 。 


(1 树 与 生成 树 


11.1.1 树 及 其 性 质 


定义 11.1 连通 且 不 含 回路 的 图 称 为 树 。 树 中 度 为 1 的 结 点 称 为 叶 , 度 大 于 1 的 结 点 
称 为 枝 点 或 内 点 。 

根据 这 个 定义 ,平凡 图 K, 也 是 树 。K, 是 一 个 既 无 叶 又 无 内 点 的 平凡 树 。 

定义 11.2 在 定义 11. 1 中 去 掉 连 通 的 条 件 ,所 定义 的 图 称 为 森林 。 和 森林 的 每 个 支 都 
是 树 。 

例 11.1 图 11.1 所 示 是 森林 , 它 的 每 个 分 支 (如 图 11.1(a) 和 图 11. 1(b) 所 示 ) 都 是 一 
棵 树 。 


(a) (b) 
图 11.1 例 11.1 图 


定理 11.1 设 人 是 无 向 (n,m) 图 , 则 下 述 命题 相互 等 价 。 

(1) 工 连 通 且 无 回路 ; 

(2) 工 无 回路 且 冯 一 7 一 1; 

(3) 工 连通 且 交 一 2 一 1; 

(4) 下 无 回路 但 新 增加 任何 一 条 边 (端点 属于 T) 后 有 且 仅 有 一 个 回路 ; 

(5) 人 连通 ,但 是 删 去 任何 一 边 后 便 不 再 连通 ， 

(6) 工 的 每 一 对 结 点 之 间 有 且 仅 有 一 条 路 径 可 通 。 

证 明 : (1) 二 (2) 对 阶 数 归纳 。 

当 n=2 时 ,T= 二 K;, 边 数 m= 二 1, 结 论 成 立 。 

设 n 三 k(k 宇 2) 时 结论 成 立 。 当 n==k 十 1 时 ,由 于 本 连通 且 不 含 回路 。 它 必 有 1 度 结 点 
v。 设 uv 是 T 的 一 条 边 , 则 了 T 一 v 是 阶 数 为 & 的 连通 无 回路 图 ,T 一 v 比 了 仅 少 一 个 点 v 与 
一 条 边 ww。 由 归纳 假设 T 一 v 的 边 数 应 满足 (mm 一 1)= 二 (x 一 1) 一 1, 即 m==n 一 1。 

(2) 二 (3) 设 荆 有 k 个 支 T,T,,…,T, 则 (2) 每 个 支 T; 是 无 回路 且 连 通 的 (ni,m;) 图 。 


由 (1) 之 (2) 可 知 关系 式 mm 二 1 一 1. 则 mm Om: Da Dy i k= 二 nn 一 k。 已 知 


二 nn 一 1, 所 以 k==1, 即 醋 是 连通 的 。 

(3) 二 (4) 对 阶 数 n 归纳 。 

当 n=2 时,m 二 1, 则 T=K;,T 无 回路 。 随 意 增加 一 条 端点 属于 本 的 新 边 后 ,有 且 仅 
有 一 个 圈 。 

设 n 宇 k(k 宇 2) 时 结论 成 立 。 当 n==k 十 1 时 ,由 m= 二 n 一 1 及 图 论 基 本 定理 知道 T 必 有 
一 个 度 为 1 的 结 点 v, 则 T 一 v 满足 (3) ,由 归纳 假设 T 一 v 无 回路 ,而 在 荆 中 wv 仅 与 工 一 "的 
一 个 结 点 邻接 , 故 工 也 无 回路 。 若 在 中 任意 新 加 一 条 边 ww 后 却 构成 了 两 个 以 上 的 回 
路 ,那么 去 掉 uw 之 后 T 也 应 含有 回路 ,得 出 矛盾 。 

(4) 一 (5) 若 工 不 连通 , 则 必 有 点 w 和 ,其 间 无 路 径 可 通 ,从 而 工 增加 边 wv 后 不 能 构 
成 回路 ,与 前 提 (4)? 了 矛盾 。 又 因为 工 无 回路 ,所 以 它 的 任何 一 边 e 都 是 割 边 , 即 T 一 e 不 
连通 。 

(5) 一 (6) 若 工 中 存在 两 个 结 点 x 和 :它们 之 间 有 两 条 路 径 , 则 必 有 过 vw 和? 的 回路 。 
因此 去 掉 这 个 回路 上 的 任何 一 边 , 图 仍然 连通 ,与 (5) 矛 盾 。 

(6) 一 (1) 任 何 两 个 结 点 间 皆 有 路 径 可 通 , 故 工 连通 。 若 工 有 回路 , 则 回路 中 的 任何 两 


点 之 间 有 至 少 两 条 路 径 可 通 ,与 (6) 矛 盾 。 

定理 中 的 6 条 命题 等 价 地 刻画 了 树 的 性 质 ,每 一 条 都 可 作为 ( 非 平 凡 ) 树 的 定义 。 并 且 
(1)、(2)、 (3) 条 对 于 平凡 树 也 是 正确 的 。 

根据 这 个 定理 可 得 到 下 述 推论 。 

推论 11.1 任何 非 平 凡 树 至 少 有 两 片 叶 。 


证 明 : 设 (z,z) 树 开 有 + 片 叶 , 则 2m 一 Stay) 宇 t 十 2(n 一 ?), 由 定理 11. 1 中 命题 
i=1 


(2) ,可 得 2(n 一 1) 之 t 十 2n 一 2t, 即 t 宇 2。 
例 11.2 设 T 是 一 棵 树 , 它 有 两 个 2 度 结 点 ,一 个 3 度 结 点 ,3 个 4 度 结 点 , 求 了 的 树 
叶 数 。 
解 : 设 树 工 有 z 片 树叶 , 则 了 的 节点 数 
n= 二 2 十 1 十 3 十 x 


工 的 边 数 
m=n—1=5+z 
又 由 
2m = >)d(u) 
i=1 
得 


2X(5 二 z) 一 2X2 十 3X1 十 4X3 十 z 
所 以 zx=9, 即 树 工 有 9 片 树叶 。 

推论 11.2 阶 大 于 2 的 树 必 有 制 点 。 

证 明 : 由 wm 二 n 一 1 知道 工 至 少 有 一 个 度数 大 于 1 的 内 点 w, 再 由 定理 11. 1 中 命题 (5)， 
T 一 "不 是 连通 的 , 故 v 必 是 制 点 。 


11.1.2 生成 树 与 最 小 生成 树 


定义 11.3 若 无 向 (连通 图 )G 的 生成 子 图 是 一 棵 树 , 则 称 该 树 是 G 的 生成 树 或 支撑 
树 , 记 为 Te。 生 成 树 Te 中 的 边 称 为 树枝 。 图 G 中 其 他 边 称 为 Te 的 弦 , 所 有 这 些 弦 的 集合 
称 为 Tc 的 补 。 

例 11.3 图 11.2(b)、 图 11.2(c) 所 示 的 树 工 、Ts 是 图 11.2(a) 的 生成 树 , 而 图 11. 2(d) 所 
示 的 树 Ts 不 是 图 11. 2(a) 的 生成 树 。 

考虑 生成 树 T ,可 知 e1 ,es ,e3,es 是 T 的 树枝 ,es ,es ,er 是 TT 的 弦 , 集 合 {es,es,ey} 是 
Ti 的 补 。 由 定义 11. 3 可 知 ,只 有 连通 图 才 有 生成 树 , 且 连 通 图 的 生成 树 不 唯一 ,至 少 有 一 
棵 。 生 成 树 有 一 定 的 实际 意义 。 

例 11.4 某 地 要 兴建 5 个 工厂 , 拟 修筑 道路 连接 这 5 处 。 经 勘测 其 道路 可 依 如 图 11. 2(a) 
的 无 向 边 铺 设 。 为 使 这 5 处 都 有 道路 相通 , 问 至 少 要 铺 几 条 路 ? 

解 : 这 实际 上 是 求 G 的 生成 树 的 边 数 问题 。 

一 般 情况 下 , 设 连通 图 G 有 nn 个 结 点 ,m 条 边 。 由 树 的 性 质 可 知 ,T 有 个 结 点 ,n 一 1 
条 树枝 ,m 一 n 十 1 条 弦 。 
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(a) (b) (9) (d) 
图 11.2 例 11.3 和 例 11.4 图 


在 图 11. 2(a) 中 ,一 5, 则 "一 1 一 5 一 1 一 4, 所 以 至 少 要 修 4 条 路 才 行 。 

由 图 11. 2 可 见 , 要 在 一 个 连通 图 G 中 找到 一 棵 生成 树 , 只 要 不 断 地 从 G 的 回路 上 删 去 
一 条 边 ,最 后 所 得 无 回路 的 子 图 就 是 G 的 一 棵 生成 树 。 由 此 可 得 下 述 定理 。 

定理 11.2 无 向 图 G 为 连通 当 且 仅 当 G 有 生成 树 。 

证 明 : 必要 性 : 用 反 证 法 证 明 。 

若 G 不 连通 , 则 它 的 任何 生成 子 图 也 不 连通 ,因此 不 可 能 有 生成 树 ,与 G 有 生成 树 矛 
盾 , 故 G 是 连通 图 。 

充分 性 : 设 G 连通, 则 G 必 有 连通 的 生成 子 图 。 

令 了 是 G 的 含有 边 数 最 少 的 生成 子 图 ,于 是 了 中 必 无 回路 (否则 删 去 回路 上 的 一 条 边 
不 影响 连通 性 ,与 工 含 边 数 最 少 相 矛 盾 ) , 故 工 是 一 棵 树 , 即 生成 树 。 

定义 11.4 设 G, 双 二 是 加 权 无 向 图 ,GEG,G' 中 所 有 边 的 加 权 长 度 之 和 称 为 G“ 的 
加 权 长 度 。G 的 所 有 生成 树 中 加 权 长 度 最 小 的 树 称 为 <G,W 二 的 最 小 生成 树 。 

最 小 生成 树 应 用 广泛 。 例 如 ,建造 一 个 连接 若干 城市 的 通信 网 络 。 已 知 城市 w 入 
之 间 通 信 线 路 的 造价 ,设计 一 个 总 造价 为 最 小 的 通信 网 络 ,就 是 求 最 小 生成 树 的 问题 。 

下 面 介绍 求 n 阶 带 权 连通 图 G 二 (V,E) 的 最 小 生成 树 的 一 个 有 效 算法 (Kruskal 算法 ) 。 

例 11.5 图 11.3 显示 了 利用 Kruskal 算 法 生成 最 小 生成 树 的 过 程 。 通俗 地 讲 , 该 算法 
就 是 想 将 图 中 的 边 按 权 重 从 小 到 大 排列 ,再 从 小 到 大 一 次 取出 每 条 边 进 行 检查 。 一 开始 取 
最 小 的 边 , 由 该 边 导 出 一 部 分 子 图 ,然后 依次 每 取 一 边 加 入 得 到 的 部 分 子 图 。 若 仍 为 无 回 
路 ,将 该 边 与 原 有 部 分 子 图 的 边 导 出 一 个 新 子 图 ; 若 得 到 回路 ,将 该 边 放弃 。 上 述 过 程 持续 
进行 ,直到 所 有 的 边 都 检查 完毕 。 由 此 得 到 的 生成 子 图 就 是 最 小 生成 树 。 

Kruskal 算法 如 下 。 

(1) 选取 G 中 权 最 小 的 一 条 边 , 设 为 ea 。 令 S<{e1) ,i<1。 

(2) 若 ;一 "一 1, 输 出 G(CS) ,算法 结束 。 

(3) 设 已 选 边 构 成 集合 5S 二 {ei ,es,…,e;)。 从 EES 中 选 边 ei41 ,使 其 满足 以 下 条 件 : 

@ G(SU {ein)) 不 含 圈 ， 

@ 在 ES 的 所 有 满足 条 件 中 的 边 中 ,e+ 有 最 小 的 权 。 

(4) SSU {en),i<i 二 1 转 (2)。 
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11.3 例 11.5 图 


(1,2 有 向 树 及 其 应 用 


11.2.1 有 向 树 


定义 11.5 一 个 结 点 的 入 度 为 0, 其余 结 点 的 入 度 均 为 1 的 弱 连 通 有 向 图 , 称 为 有 向 
树 。 在 有 向 树 中 ,入 度 为 0 的 结 点 称 为 根 , 出 度 为 0 的 结 点 称 为 叶 , 出 度 大 于 0 的 结 点 称 为 
分 支 结 点 ,从 根 至 任意 结 点 的 距离 称 为 该 结 点 的 层 或 级 ,所 有 结 点 的 级 的 最 大 值 称 为 有 向 树 
的 高 度 。 

例 11.6 图 11.4 画 出 了 一 棵 有 向 树 ,zw 是 根 ,w ,vs ,wv ,ve 是 vo 
叶 ,wo ,v2 ,vs 是 分 支 结 点 ,定点 mw 的 层 数 是 1, 树 的 高 度 是 3。 

定理 11.3 设 w 是 有 向 图 D 的 结 点 。D 是 以 vo 为 根 的 有 向 
树 , 当 且 仅 当 从 w 至 DD 的 任意 结 点 恰 有 一 条 路 径 。 

证 明 : 必要 性 ; 设 D=<V,E,y>> 是 有 向 树 ,w 是 DD 的 根 。 因 
为 D 是 弱 连 通 的 , 取 w EV, 从 wo 至 v 存在 路 径 , 设 为 vervi…v。s_1 
epvp;: 其 中 vs = 二 vw。 因为 d5 (w) 二 0, 所 以 el 是 正 向 边 ,因为 图 11.4 有 向 树 
d5 (1) 三 1, 所 以 es 是 正 向 边 。 可 归纳 证 明 e* 是 正 向 边 。 若 从 vo 
至 有 两 条 路 径 P, 和 P: , 则 P, 和 Ps 的 公共 点 (vo 除外 ) 的 入 度 为 2, 与 D 是 有 向 树 矛 盾 。 

充分 性 : 显然 ,D 是 弱 连 通 的 。 若 d5 (w) 二 0, 则 存在 边 e 以 w 为 终点 , 设 wi 是 e 的 起 
点 ,已 是 从 ze 至 vw 的 路 径 , 则 在 D 中 存在 两 条 从 wv。 至 vw 的 路 径 vo Pviev。 和 vo ,与 已 知 条 
件 相 蔬 盾 , 所 以 d5 (w) 二 0。 车 d5 (ww) 记 1, 其 中 vv 是 DD 的 结 点 , 则 至 少 存在 两 条 边 we 和 es 
以 v 为 终点 , 设 el 和 es 的 起 点 分 别 是 vw 和 ws, 从 wo 至 vi 和 从 wo 至 vw 的 路 径 分 别 是 Pl 和 
Ps , 则 vo Pivierv 和 woPsvsesv 是 两 条 不 同 的 从 vo 至 wv 的 路 径 , 与 已 知 条 件 了 矛盾。 这 就 证 明 
了 DD 是 有 向 树 且 wv。 是 有 向 树 的 根 。 


定义 11.6 每 个 弱 分 支 都 是 有 向 树 的 有 向 图 , 称 为 有 向 森林 。 

定义 11.7 ”在 有 向 树 中 ,车 从 vi 到 w; 可 达 , 则 称 vw; 是 wv 的 祖先 ,v; 是 ww 的 后 代 ; 又 
若 二 v; ,vj 二 是 根 树 中 的 有 向 边 , 则 称 vw 是 wv 的 父亲 ,wv 是 vw; 的 儿子 ; 如 果 两 个 结 点 是 同一 
结 点 的 儿子 , 则 称 这 两 个 结 点 是 兄弟 。 


11.2.2 m 又 树 


在 树 的 实际 应 用 中 ,我 们 经 常 研 究 完 全 m 叉 树 。 

定义 11.8 在 有 向 树 了 中 ,车 任 何 结 点 的 出 度 最 多 为 m, 则 称 丁 为 m 叉 树 ; 如 果 每 个 
分 支 结 点 的 出 度 都 等 于 mm, 则 称 了 为 完全 m 叉 树 ; 进一步 , 若 工 的 全 部 叶 点 位 于 同一 层次 ， 
则 称 为 正则 m 叉 树 。 

例 11.7 图 11.5(a) 是 一 棵 二 又 树 ,而 且 是 正则 二 叉 树 ; 图 11. 5(b) 是 一 棵 完全 二 叉 
树 ; 图 11. 5(c) 是 一 棵 三 叉 树 ,而 且 是 正则 三 叉 树 ; 图 11. 5(d) 是 一 棵 完全 三 叉 树 。 
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(a) 二 叉 树 (b) 完全 二 叉 树 (©) 三 叉 树 (qd) 完全 三 又 树 
图 11.5 例 11.7 图 


定理 11.4 若 人 本 是 完全 m 又 树 ,其 叶 数 为 +, 分 支点 数 为 记 则 (m 一 1)i=t 一 1。 

证 明 : 在 分 支点 中 ,除根 的 度数 为 m 外 ,其 余 各 分 支 结 点 的 度 皆 为 m 十 1。 各 叶 点 的 度 
为 1, 总 边 数 为 mi, 由 图 论 基本 定理 得 到 2mwi 二 mw 十 (m 十 1) (i 一 1) 十 t, 即 (mm 一 1)t=t 一 1。 

这 个 定理 实质 上 可 以 用 每 局 有 m 个 选手 参加 的 单 淘汰 制 比 赛 来 说 明 。t 个 叶 表 示 1 个 
参赛 的 选手 ,i 则 表示 必须 按 排 的 总 的 比赛 局 数 。 每 一 局 由 m 个 参赛 者 中 产生 一 个 优胜 者 ， 
最 后 决 出 一 个 冠军 。 

例 11.8 设 有 28 坊 电 灯 , 拟 共用 一 个 电源 插座 , 问 需要 多 少 块 具有 4 插座 的 接线 板 ? 

这 个 共用 插座 可 以 看 成 是 正则 4 叉 树 的 根 ,每 个 接线 板 看 成 是 其 他 的 分 支点 ,灯泡 看 成 


是 叶 , 则 问题 等 价 于 求 总 的 分 支点 的 数目 ,由 定理 11. 4 可 以 算得 1 一 可 (28 一 D) 一 9。 因此 ， 


至 少 需要 9 块 接线 板 才能 达到 目的 。 

定义 11.9 设 V 是 二 叉 树 D 的 叶子 的 集合 ,R+* 是 正 实数 集合 ,W :V 一 R* , 则 称 二 R* ， 
本 过 为 加 权 二 又 树 。 对 于 了 的 任意 叶 v,W(v) 称 作 久 的 权 ，》)W(w)L(v) 称 作 一 D, 克 > 
的 叶 加 权 路 径 长 度 ,其 中 L(v) 为 v 的 级 。 

用 叶子 表示 字母 或 符号 ,用 分 支 结 点 表示 判断 ,用 权 表 示 字 母 或 符号 出 现 的 概率 , 则 叶 
加 权 路 径 长 度 就 表示 算法 的 平均 执行 时 间 。 

例 11.9 图 11.6 表示 了 识别 A、B、.C、D 的 两 个 算法 ,A、.B、C、D 出 现 的 概率 分 别 是 
0.5,0.3,0.05,0.15。 图 11. 6(b) 表 示 的 算法 优 于 图 11. 6(a) 表 示 的 算法 。 

定义 11.10 设 二 D, 双 二 是 叶 加 权 二 叉 树 。 如 果 对 于 一 切 叶 加 权 二 又 树 二 D', 风 全， 


11.6 用 叶 加 权 二 叉 树 研究 算法 


只 要 对 于 任意 正 实数 r,D 和 了 “中 权 等 于 r 的 叶 的 数目 相同 ,就 有 二 也 ,克之 的 叶 加 权 路 径 
长 度 不 大 于 二 D' ,克之 的 叶 加 权 路 径 长 度 , 则 称 二 D, 允 二 为 最 优 的 。 

这 样 ,我 们 把 求 某 问题 的 最 佳 算法 就 归结 为 求 最 优 二 又 树 的 问题 。 

假定 我 们 要 找 有 wm 片 叶 , 并 且 它 们 的 权 分 别 为 ww ,tos，,… ,rw 的 最 优 二 又 树 。 

不 妨 设 ww ,tws，… ,tw,, 是 按 递增 顺序 排列 的 , 即 w 志 ws 三 … 二 ww 。 

设 二 D,W 记 是 满足 要 求 的 最 优 二 叉 树 ,D 中 以 zu ,wes ,… ,rw 为 权 的 叶 分 别 为 wv ,wo，…， 
wm。 显然 ,在 所 有 的 叶 中 ,w 和 vw 的 级 最 大 。 不 妨 设 v 和 vw, 与 同一 个 分 支 结 点 v 邻接 , 今 
D’=D— {vivw)} W’ :={v ,v0 n>Rt ,并 W’ (Vv) =w Tw W’ (vi)=wi(i= 
3,4,…,m)。 容 易 证 明 , 二 D,W 二 是 最 优 的 , 当 且 仅 当 二 D',W' 二 是 最 优 的 。 这 样 把 求 m 
片 叶 的 最 优 二 叉 树 归结 为 求 m 一 1 片 叶 的 最 优 二 叉 树 。 以 此 类 推 ,直到 归结 为 求 两 片 叶 的 
最 优 二 又 树 , 原 问题 可 解 。 

例 11.10 求 叶 的 权 分 别 为 2,3,9,18,23,29 的 最 优 二 又 树 。 

计算 过 程 如 下 。 

所 得 出 的 最 优 二 叉 树 如 图 11.7 所 示 , 叶 中 的 数 表示 权 , 所 有 分 支 结 点 中 的 数 之 和 就 是 
叶 加 权 路 径 长 度 。 
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图 11.7 最 优 二 叉 树 


11.2.3 ”有 序 树 


在 现实 的 家 族 关系 中 ,兄弟 之 间 是 有 大 小 顺序 的 ,为 此 引入 有 序 树 的 概念 。 

定义 11.11 如 果 在 有 向 树 中 规定 了 每 一 层次 上 结 点 的 次 序 , 这 样 的 有 向 树 称 为 有 序 
树 。 在 有 序 树 中 规定 同一 层次 结 点 的 次 序 是 从 左 至 右 。 

例 11.11 可 以 用 有 向 有 序 树 表 达 算 术 表达 式 , 其 中 叶 表 示 参 加 运算 的 数 或 变量 ,分 支 
结 点 表示 运算 符 。 如 代数 式 vy， ws 十 v3。 (vi 十 vs/ve) 可 表示 为 图 11. 8 的 有 向 有 序 树 。 

为 方便 起 见 ,我 们 借用 家 族 树 的 名 称 来 称呼 有 向 有 序 树 的 结 点 。 如 在 图 11. 9 中 , 称 内 
是 v。 和 vs 的 父亲 ,vw 是 mm 的 长 子 ,w 是 vs 的 哥哥 ,ve 是 vs 的 弟弟 ,vs 是 vi 的 伯父 ,vs 是 
vs 的 堂 见 。 
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图 11.8 用 有 序 树 表示 算术 表达 式 图 11.9 家 族 树 


在 图 11. 10 中 ,图 11. 10(a) 和 图 11.10(b) 是 相同 的 有 向 有 序 树 , 因 为 同一 级 上 结 点 的 
次 序 相同 。 但 是 如 果 考 虑 结 点 之 间 的 相对 位 置 ,它们 就 不 同 了 。 在 图 11. 10(a) 中 ,w 位 于 
va 的 左下 方 ; 而 在 图 11.10(b) 中 ,wv 位 于 ws 的 右 下 方 , 它 们 是 不 同 的 位 置 有 向 有 序 树 。 
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图 11.10 有 向 有 序 树 


定义 11.12 一 个 有 向 图 ,如 果 它 的 每 个 连通 分 支 是 有 向 树 , 则 称 该 有 向 图 为 (有 向 ) 森 
林 ; 在 森林 中 ,如 果 所 有 树 都 是 有 序 树 且 给 树 指定 了 次 序 , 则 称 此 森林 是 有 序 森 林 。 例 如 ， 


图 11. 11 是 一 个 有 序 森 林 。 
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图 11.11 有 序 森林 
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定义 11.13 为 每 个 分 支 结 点 的 儿子 规定 了 位 置 的 有 向 有 序 树 , 称 为 位 置 有 序 树 。 

在 位 置 二 元 有 向 有 序 树 中 ,可 用 字母 表 {0,1} 上 的 字符 串 唯 一 地 表示 每 个 结 点 。 用 空 串 
< 表示 根 。 设 用 8 表示 某 分 支 结 点 , 则 用 0 表示 它 的 左 儿 子 , 用 1 表示 它 的 右 儿 子 。 这 样 , 每 
个 结 点 都 有 了 唯一 的 编码 表示 ,并 且 不 同 结 点 的 编码 表示 不 同 。 如 在 图 11. 10(a) 中 ,mm um， 
vs ,v4 svs ,vs 的 编码 表示 分 别 为 8,0,1,00,10,11。 位 置 二 元 有 向 有 序 树 全 体 叶 的 编码 表示 
的 集合 称 为 该 有 序 树 的 前 级 编码 。 如 图 11. 12(a) 的 前 绥 编 码 是 {00,10,11}。 不 同 的 位 置 二 元 
有 向 有 序 树 有 不 同 的 前 缀 编码。 这 种 表示 方法 便于 用 计算 机 存储 位 置 二 元 有 向 有 序 树 。 

在 二 叉 树 编码 中 ,每 两 个 叶 点 的 码 都 不 可 能 一 个 是 另 一 个 的 前 缀 ,因为 要 成 为 前 级 则 必 
然 有 祖先 和 后 疹 的 关系 ,这 与 叶 的 定义 不 合 。 例 如 集合 {000,001,010,1}) 是 前 级 码 ; 集合 
{000,1001,01,00}) 则 不 是 前 级 码 , 因 为 00 是 000 的 前 级 。 

显然 ,采用 前 级 码 可 以 唯一 确定 接收 的 符号 串 内 容 。 例 如 {000,001,010,1}) 为 前 缀 码 ， 
当 接 收 的 符号 串 为 1001010001001, 则 可 译 为 1,001,010,001,001。 

例 11.12 图 11.12 是 由 前 绥 码 {000,001,01,10,11} 构 造 二 叉 树 的 例子 ,图 11.12(a) 
中 黑 点 表示 前 级 码 中 每 个 序列 对 应 的 叶 , 图 11. 12(b) 是 最 后 得 到 的 编码 二 又 树 。 
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(a) (b) 
11.12 例 11.12 图 


可 以 在 有 向 有 序 森林 和 位 置 二 元 有 向 有 序 树 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 。 在 有 向 有 序 森 林 
中 , 称 位 于 左边 的 有 向 有 序 树 的 根 为 位 于 右边 的 有 向 有 序 树 的 根 的 哥哥 。 设 与 有 向 有 序 森 
林 下 对 应 的 位 置 二 元 有 向 有 序 树 为 全。 我 们 规定 ,它们 有 相同 的 结 点 。 在 下 中 ,车 wv 是 vw 
的 长 子 , 则 在 TT 中 vw 是 wv 的 左 儿 子 。 在 F 中 ,若是 vw 的 大 弟 , 则 在 工 中 , 是 v 的 右 
儿子 。 这 中 对 应 关系 称 为 有 向 有 序 森林 和 位 置 二 元 有 向 有 序 树 之 间 的 自然 对 应 关系 。 例 
如 ,图 11.13(a) 是 有 向 有 序 森 林 , 图 11.13(b) 是 对 应 的 位 置 二 元 有 向 有 序 树 。 
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(a) 
图 11.13 有 向 有 序 森林 和 有 向 有 序 树 
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显然 当 森 林 中 只 有 一 棵 树 时 ,上 面 的 转化 方法 就 是 把 任意 m 元 树 转 化 成 二 元 有 向 有 序 
树 的 方法 了 。 

从 上 述 讨 论 中 ,可 得 出 以 下 结论 : 如 果 一 个 实际 问题 可 以 抽象 成 一 个 图 , 则 可 以 将 这 个 
图 转化 成 树 ( 求 这 个 图 的 生成 树 ) ,对 任何 一 棵 树 都 可 以 转化 成 与 其 对 应 的 二 元 树 ,对 二 元 树 
我 们 可 以 方便 地 在 计算 机 中 存储 与 访问 。 下 面 就 来 介绍 二 元 树 的 存储 与 访问 方式 。 利 用 连 
接 分 配 技术 可 以 方便 地 表示 二 元 树 ,其 中 所 包含 的 结 点 结构 如 下 。 
LLINK | DATA | RLINK 

这 里 ,LLINK 或 RLINK 分 别 包含 一 个 指向 所 论 结 点 的 左 子 树 或 右 子 树 的 指针 (或 称 
指示 数 ,指示 字 ) ,DATA 包含 与 这 个 结 点 有 关 的 信息 。 


11.2.4 ”二叉树 的 遍历 


数据 结构 中 ,在 使 用 树 作 数据 结构 时 ,经 常 需要 遍 访 二 元 有 序 树 的 每 一 个 结 点 ,就 是 检 
查 存储 于 树 中 的 每 一 数据 项 。 对 于 一 棵 根 树 的 每 一 个 结 点 都 访问 一 次 且 仅 访问 一 次 称 为 遍 
历 或 周游 一 棵 树 。 二 又 树 的 遍历 算法 主要 有 下 列 3 种 。 
(1) 前 序 遍历 算法 的 访问 次 序 为 : 
@ 访问 根 ; 
@ 在 根 的 左 子 树 上 执行 前 序 遍 历 ; 
@ 在 根 的 右 子 树 上 执行 前 序 遍 历 。 
(2) 中 序 遍历 算法 的 访问 次 序 为 : 
Oa 在 根 的 左 子 树 上 执行 中 序 遍 历 算法 ; 
@ 访问 根 ; 
@ 在 根 的 右 子 树 上 执行 中 序 遍 历 算法 。 
(3) 后 序 遍 历 算法 的 访问 次 序 为 : 
在 根 的 左 子 树 上 执行 后 序 遍 历 算法 ; 
@ 在 根 的 右 子 树 上 执行 后 序 遍 历 算法 ; 
@ 访问 根 。 
如 果菜 一 子 树 是 空 的 ( 即 该 结 点 没有 左 或 右 的 子 
孙 时 ) 则 所 谓 周游 就 什么 也 不 执行 。 换 句 话 说 , 当 过 到 
空子 树 时 , 则 它 被 认为 已 完全 周游 了 。 
如 图 11. 14 所 示 的 树 , 其 前 序 周游 .中 序 周 游 和 后 
序 周游 将 按 下 列 次 序 处 理 结 点 。 
ABCDEFGH (前 序 ) 
CBDAEGHF (中 序 ) 
CDBHGFEA (后 序 ) 
既然 周游 时 ,要 求 向 下 而 后 又 要 往 上 追溯 树 的 一 | H | 
部 分 ,所 以 允许 往 上 追溯 树 时 的 指针 信息 必须 暂时 保 (b) 
存 起 来 (如 图 11. 14(b) 所 示 )。 注 意 到 已 表示 在 树 中 的 
结构 信息 ,使 得 从 树 根 往 下 运动 是 可 能 的 ,但 往 上 运动 


图 11.14 二 叉 树 和 其 他 连接 表 


必须 采取 与 往 下 运动 相反 的 手法 ,因此 在 周游 树 时 ,要 求 有 一 个 栈 保留 指针 的 值 。 现 在 给 出 
前 序 周游 的 算法 。 

PREORDER 算法 。 给 定 一 棵 二 元 树 , 它 的 根 结 点 地 址 是 变量 工 , 它 的 结 点 结构 和 上 面 
描述 的 相同 ,本 算法 按 前 序 周 游 这 棵 二 元 树 。 利 用 一 个 辅助 栈 S,S 的 顶点 元 素 的 下 标 是 
TOP,P 是 一 个 临时 变量 , 它 表 示 我 们 处 在 这 棵 树 中 的 位 置 。 

(1) [ 置 初 态 ] 如 果 T=NULL, 则 退出 ( 树 无 根 ,因此 不 是 真 的 二 元 树 ); 否则 P 一 T; 
TOP<-0。 

(2) [访问 结 点 , 右 分 支 地 址 进 栈 ,并 转 左 ] 处 理 结 点 已。 如果 PRLINK(CP) 天 NULL, 则 
置 TOP<TOP+1; STTOP]<-RLINK(P); P<LLINK(P)。 

(3) [ 链 结束 否 ?] 如 果 P 冯 NULL, 则 转向 第 (2) 步 。 

(4) [ 右 分 支 地 址 退 栈 ] 如 果 TOP==0 则 退出 ; 否则 令 PSLTOP]; TOP<-TOP 一 1， 
并 转向 第 (2) 步 。 

其 中 ,算法 的 第 (2) 步 和 第 (3) 步 是 访问 和 处 理 结 点 。 如 果 该 结 点 的 右 分 支 地 址 存在 的 
话 , 则 让 它 进 栈 , 并 跟踪 左 分 支 链 直 到 这 个 链 结束 。 然 后 进入 第 (4) 步 ,并 将 最 近 遇 到 的 右 子 
树 根 结 点 的 地 址 从 栈 中 删除 ,再 按 第 (2) 步 与 第 (3) 步 处 理 它 。 对 于 图 11. 14 的 二 元 树 ,追踪 
上 述 算法 后 地 址 记 为 “NE”。 在 这 里 ,所 谓 访问 结 点 就 是 输出 它 的 标号 。 


栈 的 内 容 Pp 访问 P 输出 串 
NA A A 
NE NB B AB 
NE ND NC [3 ABC 
NE ND NULL 
NE ND D ABCD 
NE NULL 
NE E ABCDE 
NF NULL 
NF F ABCDEF 
NG G ABCDEFG 
NH NULL 
NH 到 ABCDEFGH 
NULL 
请 读者 自己 给 出 中 序 和 后 序 遍历 算法 。 
11.2.5 搜索 树 


前 面 介 绍 了 有 向 树 , 有 向 有 序 树 和 位 置 有 向 有 序列 树 , 下 面 举例 介绍 一 种 实用 性 较 强 的 
搜索 树 。 利 用 搜索 树 的 方法 ,可 以 使 得 搜索 过 程 中 状态 变化 复杂 的 现象 变 得 条 理 清 楚 从 而 
找到 最 有 效 的 方法 。 举 例 说 明 如 下 。 

例 11.13 设 有 nn 根 火 柴 ,甲乙 两 人 依次 从 中 取 走 1 或 2 根 ,但 不 能 不 取 , 谁 取 走 最 后 
一 根 谁 就 是 胜利 者 。 为 了 说 明 方 法 ,不 妨 设 "一 6。 在 图 11. 15 中 |6| 表 示 轮 到 甲 取 时 有 6 根 
火柴 , 团 表 示 轮 到 乙 取 时 有 4 根 火 柴 , 以 此 类 推 。 
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显然 ,一 旦 出 现 |]| 或 |? 状 态 , 甲 取胜 ,不必 再 搜索 下 去 。 同 样 ,@ 或 四 是 乙 取胜 的 状态 。 
若 甲 取胜 时 , 设 其 得 分 为 1, 乙 取胜 时 甲 的 得 分 为 一 1。 无疑, 轮 到 甲 作出 判决 时 ,他 一 
定 选 ( 一 1,1) 中 的 最 大 者 ; 而 轮 到 乙 作 出 判决 时 ,他 将 选取 使 甲 失败 , 选 十 1 一 1 中 最 小 者 。 
这 个 道理 是 显而易见 的 。 例 如 甲 遇 到 图 11. 16(a) 的 状态 时 , 甲 应 选 max(1, 一 1) 一 1, 即 甲 
应 取 1 根 火柴 使 状态 进入 四。 同 理 , 乙 遇 到 图 11. 16(b) 的 状态 时 , 乙 应 选取 max( 一 1,1) 一 
一 1 ,使 甲 进入 必然 失败 的 状态 为 好 。 如 图 11. 15 所 示 ,开始 时 若 有 6 根 火 柴 , 先 下 手 者 败局 
已 定 , 除 非 对 手 失误 。 


洲 | 2 1 1 


(a) (b) 
11.16 例 11.13 图 


下 面 将 举例 介绍 搜索 树 的 DFS 算法 。DFS 算法 的 基本 思想 如 下 : 

(1) 当 E(G) 的 所 有 边 未 经 完全 搜索 时 , 任 取 一 结 点 vi EV(G) ,给 v 以 标志 且 入 栈 ( 以 
先 人 后 出 为 原则 叫 作 栈 , 先 入 先 出 者 叫 作 队 ); 

(2) 对 与 v 点 关联 的 边 依次 进行 搜索 时 , 当 存 在 另 一 端点 未 给 标志 的 边 时 ,把 另 一 端 
点 作为 vi, 给 以 标志 ,并 且 入 栈 , 转 (2); 

(3) 当 与 w 关联 的 边 全 部 搜索 完毕 时 ( 即 不 存在 以 w 为 端点 而 未 经 搜索 的 边 时 ) , 则 以 
v; 点 从 栈 顶 退 出 , 即 让 取 走 w 后 的 栈 顶 元 素 作为 w 转 (2); 

(4) 若 栈 已 空 , 但 还 存在 未 给 标志 的 结 点 时 , 取 其 中 任 一 结 点 uh 
作 w 转 (2)。 若 所 有 结 点 都 已 给 标志 时 , 则 算法 终止。 

例如 图 11. 17 的 邻接 矩阵 为 


wf 

vz 信和 vb 
太一 Uw 66 Us 

Wl Lo 1 本 

Ee 图 11.17 A 的 图 示 


设 从 mu 开始 ,给 m 以 标志 ,与 vw 相 邻 的 结 点 依次 为 {vi ,vs ,ww }, 即 
Aga (1) = {vs ,vs sv} 

由 于 第 一 个 邻接 点 w 未 给 标志 , 故 v, 入 栈 且 给 标志 。 但 As (v,) 二 {vi ,vs ,v4) ,而 第 一 
个 邻接 结 点 w 已 给 标志 , 故 取 {v ,vs}) 边 ,给 vs 以 标志 ,vs 人 和 人 栈 。 

又 因为 As (vw)= 二 {vi ,vi ,wy} ,由 于 vi ,vs 都 已 给 标志 , 故 取 {vs ,vw}) 边 ,给 v 以 标志 
入 栈 , 但 与 w 相 邻 的 结 点 全 部 都 给 了 标志 , 故 退 栈 。 此 时 栈 顶 点 为 v ,但 与 ww 相 邻 的 结 点 
均 已 给 标志 , 故 退 栈 。vw ,wv 因 类 似 理由 依次 退 栈 。 栈 空 , 故 结束 。 

例 11.14 设 有 一 个 4X4 的 棋盘 , 当 一 个 棋子 放 到 其 中 一 个 格子 里 去 以 后 , 则 这 格子 
所 在 的 行 和 列 以 及 对 角 线 上 所 有 的 格子 都 不 允许 放 别 的 棋子 。 现 在 有 4 个 棋子 ,试问 它 在 
这 个 棋盘 上 有 哪 几 种 容许 的 布局 ? 

第 一 行 的 格子 有 4 个 , 故 第 一 行 有 4 种 选择 ,第 二 行 则 有 3 种 选择 ; 第 三 行 则 有 两 种 选 
择 ; 最 后 一 行 无 选择 的 余地 。 它 的 状态 可 用 图 11. 18 所 示 的 树 表示 。 


图 11.18 例 11.14 图 


可 能 状态 如 图 11. 19 所 示 的 那样 ,要 确定 哪 几 种 状态 是 被 允许 的 ,就 要 对 这 棵 树 进行 搜 
索 。 一 旦 某 结 点 被 判定 为 不 被 容许 ,这 个 结 点 下 的 树枝 可 以 全 部 剪 去 。 例 如 ;= 一 1 时 ,一 2 
不 被 容许 , 则 i==1,j 二 2,k 二 3( 或 4) 便 无 须 搜 索 。 现 在 把 搜索 的 过 程 形象 地 列表 于 图 11. 19 
中 ,搜索 过 程 则 表示 于 图 11. 20 中 。 


回国 国 国 因 和 9| 

| 上 | 淹 关 半 9| [E|| 
| | | | 

(D) 2) G3) (9) 
回国 | 9 加 国 国 国电 面 国 
图 芭 国 国 加 可 
ol 1 虹 [ 让 
x|x|x|x | x|x|o| | 

(5) (0) (7) (8) 


11.19 可 能 的 状态 


图 11. 20 搜索 过 程 


My 


题 


1. 画 出 所 有 不 同 构 的 1、2、3、4、5、6 阶 树 。 

2. 一 棵 树 有 5 个 度 为 2 的 结 点 ,3 个 度 为 3 的 结 点 ,4 个 度 为 4 的 结 点 ,两 个 度 为 5 的 结 
点 ,其 余 均 是 度 为 1 的 结 点 , 问 有 几 个 度 为 1 的 结 点 ? 

3. 设 一 棵 树 中 度 为 的 结 点 数 是 ni, 求 它 的 叶 的 数目 。 

4. 如 何 由 无 向 图 G 的 邻接 矩阵 确定 G 是 不 是 树 ? 

5. 找 出 图 11. 21 的 连通 无 向 图 的 一 个 生成 树 ,并 求 出 它 的 基本 回路 的 秩 。 


(a) (b) 


图 11.21 习题 5 图 


6. 用 Kruskal 算法 求 图 11. 22 的 一 棵 最 小 生成 树 。 


区 


MU 人 


图 11.22 习题 6 图 
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7. 设 。 是 连通 图 G 的 一 条 边 , 证 明 e 是 G 的 割 边 当 且 仅 当 e 含 于 G 的 每 个 生成 树 中 。 
8. 设 人 和 Tz 是 连通 图 G 的 两 棵 不 同 的 生成 树 ,a 是 在 Ti 中 但 不 在 T 中 的 一 条 边 。 


证 明 T; 中 存在 一 条 边 5, 使 得 (Ti 一 a) 十 5 和 (Ts 一 5b) 十 a 也 是 G 的 两 棵 不 同 的 生成 树 。 


9. 设 v 和 w 是 树 了 的 两 个 不 同 结 点 ,从 vv 至 v 的 基本 路 径 是 T 中 最 长 的 基本 路 径 。 


证 明 dr(v)=dr(v)=1。 


民 区 各 用 户 所 在 位 置 如 图 11. 23 所 示 ,铺设 各 用 户 
点 的 煤气 管道 所 需 的 费用 (单位 : 万 元 ) 如 图 11. 23 
边 上 的 数字 所 示 。 要 求 设计 一 个 最 经 济 的 煤气 管道 
路 线 , 并 求 所 需 的 总 费用 。 


10. 今 有 煤气 站 A, 将 给 一 居民 区 供应 煤气 , 居 


1. 证 明 树 T 中 最 长 路 径 的 起 点 和 终点 必 都 是 了 28 为 题 10 图 


T 的 叶 。 


n 二 1 


2. 证 明 n 阶 二 又 树 有 


片 叶 , 其 高 度 有 满足 
log(n+D—1<h<" 1 

3. 如 何 由 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 确定 G 是 不 是 有 向 树 ? 

4. 用 二 叉 树 表示 命题 公式 (PV (了 PAQ)A((-PVQ)A-R)。 

5. 假设 有 一 台 计 算 机 , 它 有 一 条 加 法 指令 ,可 计算 3 个 数 之 和 。 如 果 要 求 9 个 数 zx ， 


… ,zo 之 和 , 问 至 少 要 执行 几 次 加 法 指令 ? 


6. 找 出 叶 的 权 分 别 为 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41 的 最 优 叶 加 权 二 叉 树 ， 


并 求 其 叶 加 权 路 径 长 度 。 


7. 假设 在 通信 中 ,十 进 制 数字 出 现 的 频率 分 别 是 

0: 20%; 1:15%; 2:10%; 3:10%; 4: 10%; 

5: 5%; 6:10%; 7:5%; 8:10%; 9:5% 

(1) 求 传输 它们 的 最 佳 前 级 码 。 

(2) 用 最 佳 前 绥 码 传输 10000 个 按 上 述 频率 出 现 的 数字 需要 多 少 个 二 进 制 码 ? 
(3) 它 比 用 等 长 的 二 进 制 码 传输 10000 个 数字 节省 多 少 个 二 进 制 码 ? 

18. 找 出 图 11. 24 给 出 的 有 向 序 森林 所 对 应 的 二 元 有 向 有 序 树 ,并 求 其 前 缀 编码。 


15 16 17 


(人 (b) 
图 11.24 习题 18 图 


19. 对 图 11. 25 给 出 的 二 元 有 序 树 进行 3 种 方式 的 遍历 ,并 写 出 遍历 结果 。 


11.25 习题 19 图 


20. 8 枚 硬币 问题 。 若 有 8 枚 硬币 a,b,c,d,e,f,g,h, 其 中 7 枚 重量 相等 ,只 有 1 枚 稍 
轻 。 现 要 求 以 天 平 为 工具 ,用 最 少 的 比较 次 数 挑 出 轻 币 来 。 
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划 , 也 请 您 发 邮件 告诉 我 们 ,以 便 我 们 更 好 地 为 您 服务 


我 们 的 联系 方式 : 


地 址 : 


电 话 : 
课件 下 载 : 
电子 邮件 : 


北京 海淀 区 双 清 路 学 研 大 厦 A 座 707 


: 100084 


010 一 62770175 一 4604 


http ://www.tup.com. cn 


weijj@tup. tsinghua. edu. cn 


扫 一 扫 
教师 交流 QQ 群 : 136490705 课件 下 载 、 样 书 申请 
教材 推荐 .技术 交流 


教师 服务 微 信 : itbook8 


教师 服务 QQ: 883604 


(申请 加 入 时 ,请 写 明 您 的 学 校 名 称 和 姓名 ) 


用 微 信 扫 一 


扫 右 边 的 二 维 码 , 即 可 关注 计算 机 教材 公众 号 。 


